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AVIS. 


Vers la fin «le 1810, l'auteur «le cet ouvrage eut l'honneur de pré- 
senter à l’Institut impérial de ft'ance , une nouvelle branche des 
Mathématiques, qu’il nomme Techkie de l’Algorjthmie , et qui a 
pour objet la solution générale de tous les problèmes. — Là Com- 
mission, nommée par la Classe des Sciei*:es pour examiner l’ouvrage, 
a reconnu que .la loi fondamentale sur laquelle repose cette nouvelle 
branche des Mathématiques, embrasse réellement toutes les mé- 
thodes connues des géomètres, jusqu'à ce jour, et que ces méthodes 
n’en sont même que des cas très particuliers. ( Voyez le Moniteur 
du i 5 et du ai novembre 1810.) 

En 1811, l’auteur eut l’honneur de présenter à la Classe des 
Sciences de l'Institut, l'ouvrage qu’il venait de publier sous le titre 
de Philosohuie des Mathématiques. — Le membre choisi par la 
Classe pour lui faire un rapport sur cette Philosophie , déclara 
sagement, dans la séance du 17 juin , ne pouvoir rien apprendre à 
l’Institut sur l’ouvrage qui lui avait été confié, pareeque cet ouvrage 
se trouvait fondé sur une Philosophie supérieure qui lui était in- 
connue. {Voyez les Procès-verbaux de la Classe des Sciences , séance 
du 17 juin 1811.) 


a 


AVIS. 


Quelque temps après, l’auteur eut encore l’honneur de présenter, 
aujnême Corps savant, un Mémoire ayant pour objet la Rkfctation 
de la Théorie des Fonctions analytiques de Lagrange. — La Com- 
mission , nommée pour examiner ce Mémoire, s’étant probablement 
oubliée, fit un long rapport où elle parle beaucoup de l’ignorance 
des géomètres allemands, de l’incapacité de l’auteur, et d’autres 
choses pareilles. Quant au vrai point ije la Réfutation sur laquelle 
cette Commission avait à prononcer, il paraît qu’il lui a échappé. 

— Dans cet état de la question , l’auteur croit utile de donner quel- 
ques dévcloppeniensà cette Réfutation; et c’est là l’objet 'de l’ouvrage 
présent. Mais, n'ayant pas le lems de s’occuper d'autre chose que 
de la science, l’auteur prie l'Institut de vouloir bien l’excuser de ce 
qu’il va se borner au point scientifique dont il s’agit, et de ce qu’il 
ne peut se mêler des personnalités contenues dans le rapport de la 
Commission. 

En conséquence, cet ouvrage n'est composé que de trois Mémoires. 

— Le premier est celui qui a été présenté à l'Institut impérial , et 
sur lequel a été fait le rapport dont nous venons de parler. Le second 
Mémoire, donnant les développemens, devait être présenté au même 
Corps savant, lorsque l'auteur apprit que, peut-être avec un peu de 
précipitation, 1a Classe des Sciences s’était déjà prononcée. Enfin, le 
troisième Mémoire contient quelques observations qui paraissent 
prouver que la Commission de l’Institut n’a pas approfondi la 
question. 
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AVIS. 3 

Pour compléter cet Avis, l’auteur doit pre'venir qu’ayant à publier 
quelques résultats qu’il croit avoir obtenus sous le nouveau point 
de vue sous lequel il envisage la science (*) , il pense qu’il ne sera 
peut-être pas indifférent pour l’histoire des Mathématiques de 
réunir ici les documens des deux manières dont on a accueilli , 
d’abord la Technie de l’Algorithmie , et ensuite la Réfutation de la 
Théorie des Fonctions analytiques, dont la dernière n’est cependant 

qu’une conséquence de la première. Pour cela, il joint, à cet opus- 

• 

cule, la comparaison des deux rapports faits, sur ces ouvrages, à 
la Classe des Sciences de l’Institut de France. — 11 est à regretter 
qu’on n’en ait pas fait autant pour le Calcul différentiel , la Théorie 
de l’attraction des corps célestes, l’Applatissement de la Terre, etc., 
etc. , etc. ; Si toutefois il est permis de parler ici de ces grandes 
découvertes. 

(•) Pendant l'impression de cet ouvrage, l'auteur a déjà publié 1a Résolution generale 
des Equations ( latérales ) de tous les degrés, formant un des résultats dont il s'agit. Note 
de V Editeur. 



N. 
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COMPARAISON 

De deux Rapports faits à la ClSsse des Sciences de 1 Institut 
impérial de France, sur des objets de Mathématiques. 



Rapport de l'Institut, sur la RE- 
FUTATION 'DE LA TllÉoRlF. UES 
Fonctions analytiques aie La- 
. grange, lu à la Classe des 
Sciences , lundi 1 1 novembre 
j 8 1 i,et fait par MM. Legeudre 
et A ni go. 

MM. Legendre et Arago. 

I. 

On remarque d’abord que l'auteur 
veut créer une langue nouvelle ; il 
change le nom d 'analyse en celui 
d' algoriihmie,’ etc., etc. (en forme 
de reproche). 


Rapport de i Institut, sur la Tech- 
NIE DE l'AlGORITIIMIK , ET LF. 
Premier Principe n es Met (Tours 
analytiques, lu à la Classe des 
Sciences, lundi 1 5 octobre 1 8 1 o, 
et fait par MM. Lagrange et 
Lacroix. 

MAI. Lagrange et Lacroix. 

I. 

Parmi les diverses dénominations 
que l’auteur propose, il y en a une 
g dont nous concevons l’objet) qui 
nous paraît appropriée au sujet qu’elle 
énonce;c’est l'expression d emtdhodes 
algorithmiques substituée i celle de 
méthodes analy tiques , qui présente 
souvent un contre -sens, lorsqu’on 
l’emploie à désigner des procédés de 
calcul ou de démonstrations obtenues 
à l’aide dè sig 4 N algébriques, au lieu 
de l'étre par la considération immé- 
diate des signes et des ligures. Tous 
ceux qui connaissent l'acception du 
mot analyse, telle qu'elle a été fixée 
par les géomètres anciens {Coll. math. 
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COMPARAISON 


MM. Legendre et Arago. 


0 

11 . 

L'auteur développe une fonction 
suivant les facultés progressives 
d'une au?rc fonction (toujours en 
forme de ieproclie), sans donner la 
définition de ces termes, quoiqu’ils 
n'aient été employés jusqu’à présent 
dans aucun ouvrage qui puisse faire 
autorité. 


II f. 

M. Wronski rapporte dans son Mé- 
moire plusieurs formules de dévelop- 
pement; mais, au lieu de lesdémon- 


MM. Lagrange et Lacroix. 

de Pappus , Préface du 7* livre) 
savent qu’on fait de l’analyse sur les 
figures de géométrie, et de la synthèse 
avec les figures algébriques, et que des 
méthodes dites analytiques ont par- 
fois une marche évidemment synthé- 
tique . — Il serait donc mieux d’appe- 
ler en général algorithmiques tous 
les procédés par lesquels l’on n’opère 
pas sur la chose même, mais en com- 
binant des signes conventionnels. 

u. 

Les méthodes qui servent de base à 
la formule générale de l’auteur, sont 
une extension des facultés numéri- 
ques dont M. kramp a tiré un bon 
parti dans son Traité sur les réfrac- 
tions astronomiques, et que Vander- 
monde a considérées le premier sous 
leur forme naturelle [Mém. de l'Aca- 
démie tics Sciences de Paris , de 
l'année 1 77a , première partie) j car 
elles sc présentent aussi comme valeurs 
d’intégrales définies ; elles ont été 
depuis l’objet de deux Mémoires de 
M. Multedo; mais M. Wronski leur 
donne bien plus de généralité , en 
substituant aux facteurs simples qui 
les composent, une fonction arbi- 
traire de ces memes facteurs. 

III. 

Ce qui a frappé vos commissaires 
dans i.e Mémoire db M. Wronsri, 

c'est Qt’lL TIRE, DB SA FORMULE , 


DE DEUX RAPPORTS, etc. 


3/.1 /. Lr gendre et Arago. 

trer cruné manière claire et précise, 
il sc contente, pour toutes preuves, 
de dire qu’elles conduisent, dans un 
cas particulier, à une formule connue. 
L’un de vos commissaires, M. Legen- 
dre, a dans ses papiers {écoutez! 
écoutez /) des fofrnules qui sont une 
extension de celles de M. Lagrange, 
sur le retour des suites : il est possible 
que d’autres géomètres, ens’occupant 
de la même question , aient découvert 
des formules analogues ; peut-être que 
les résultats de M. Wronski doivent* 
être rangés dans cette classe. 

IV. 

• 

On a peine à deviner les raison^ 
qui peuvent déterminer M. Wronski 
à ne donner toujours ses formulés, 
que comme des espèces d’énigmes 
dont il invite les géomètres ( dites 
certains géomètres) à chercher la 
solution. N’aurait -on pas quelque 
sujet de penser qu’à force de généra- 
liser les formules de développement, 
l’auteur n’est plus en état de les dé- 
montrer? {t'oyez la troisième note, 
a la Jin de l'ouvrage .) 

, V. 

11 ne sera pas peut-être inutile de 
remarquer ici que ces formules, quel- 
que générales quelles soient, n’ont 
qu’une utilité bornée ; elles ne peuvent 
servir que dans des cas très simples, 
et il est fort douteux qu’on tire jamais 


MM. Lagrange et Lacroix . , 

TOUTES CELLES QUE l.’ON COSÎï AIT POUR 
LF. DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS, ET 
qu’elles n’e\ SONT QUE DES C4S TRÈS 
PARTICULIERS. 


IV. 

La lecture du Mémoire suffît pour 
se convaincre que l’auteur est très 
instruit. 


V. 

Dans l’état actuel de la science, où 
le besoin de moyens nouveaux se fait 
sentir dans un grand nombre de 
points, et où beaucoup de géomètres 
étranger* s’occupent de ces recher- 
ches, nous pensons que la Clashedoir 
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COMPARAISON DE DEUX RAPPORTS, etc. 


* MM. Legendre et A rago. 

parti, pour la solution de quelque 
problème important, des formules 
prolixes que quelques géomètres alle- 
mands ont publiées sur le développe- 
ment des fonctions. 

VI. 

Ainsi, les formules de M. Wronski, 
en les supposant vraies, loin de ren- 
fermer en elles toute la science, com- 
me l'auteur voudrait le faire croire , 
n’en offriraient qu'une petite partie, 
et la partie la moins usuelle. 

VIL 

En résumant, vos commissaires ne 
peuvent avoir aucune opinion sur les 
formules de développement que ren- 
ferme le Mémoire dont nous venons 
de rendre compte , parceque l'auteur 
ne les a pas démontrées ; et parceque, 
de plus, il les a présentées en termes 
inintelligibles. ( Que i Institut est heu- 
reux d'avoir des commissaires aussi 
profondément savons !) 

Signés à la minute, 
Legendre, Aesgo Rapporteur. 

La Classe approuve le rapport, et 
en adopte les conclusions. 

Certifié conforme i l'original, 
le Secrétaire perpétuel, 

Delsmbre. 


MM. Lagrange et Lacroix. 

engager l'auteur il développer ses idées, 
NOUVELf.ES ET TRÈS GENERALES, pOUT 
les soumettre aux applications les plus 
«pédales. 

VI. 

Ce qui a frappé vos commissaires 
dans le Mémoire de M. Wronski , 
c'est qu'il tire, de sa formule, toutes 
celles que l’on connaît. 


VII. 

Après vous avoir exposé, autant 
gue le permet la complication de la 
matière, le contenu du Mémoire de 
M. Wronski ,il nous reste à vous en 
proposer le jugement. — » Cette tache 

NE NOUS TARAIT PAS PACILE. 


Signés à la minute, 
Lagrange, Lacroix Rapporteur. 

La Classe approuve le Rapport, et 
en adopte les conclusions. 

Certifié conforme à l'original, 
le Secrétaire perpétuel , 
Delambre. 
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TABIÆ CftNÉRALE 

DES MATIERES. 

ft 


PREMIER MÉMOIRE. 

Réfutation de la Théorie des Fonctions analytiques de La- 
grange. 

SECOND MÉMOIRE. 

Insuffisance de la Démonstration du Théorème de Taylor, 
tentée par M. Poisson. 

TROISIÈME MÉMOIRE. 

Quelques Observations concernant le Rapport fait à la Classe 
des Sciences de l'Institut de France, sur le premier de ces 
Mémoires. 

NOTES. 

: t 

i* Sur les Facultés algorithmiques. — 1 ° Sur la distinction des 
Différences progressives et régressives. — 3° Sur la Démons- 
tration de la Loi générale des Séries. 
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PREMIER MÉMOIRE. 

Réfutation de la Théorie des Fonctions analy- 
tiques de Lagrange. 

.•■À î- ' m - 


TABLÉ DES MATIERES 

DU PREMIER MÉMOIRE. 


I. Piuserps. — Loi de toutes les Séries en général. 

II. ArpLicATton. 

i° Examen critique des principes que Lagrange donne à sa Théorie des 
Fonctions. 

a 0 Examen critique de la nature elle-même de cette Théorie, et de lotîtes 
les autres Théories des dérivations ; ou Résolution du problème que ces 
Théories présentent i la raison. 

III. Scpplkiibxt. — Déduction de la principale découverte de Lagrange dans 
le champ des développemens des fonctions, comme étant un cas très parti* 
culier déjà loi fondamentale sur laquelle repose l’objet de ce Mémoire. 

FV. Co.sa.csio*. 
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Réfutation de la Théorie des Fonctions analytiques 
de Lagrange. 

• • 

Nécessité à donner cette réfutation, l’auteur doit, avant tout, fixer 
des limites à l’intention qu'on pourrait lui supposer. — Plein d'ad- 
miration pour l’illustre géomètre qu’il est forcé de combattre , il se 
plaît à rappeler ici l’opinion qü’il a manifestée ailleurs (*) à son égard; 
et il déclare que ses intentions jiortent exclusivement sur la TitéonfE 
des Fottcrioits analytiques, qui, en quelque sorte, est une production 
philosophique. — Venons au fait. 

La forme générale des séries est ... (i) 

Fx= J. + J, .çx + + Ji.fx î M + etc., 

ainsi que nous l’avons montré dans notre Philosophie des Mathé- 
matiques, sous la marque (vm), en supposant que px soit une 
fonction quelconque de x, prise pour la mesure algorithmique de 
la fonctions Fx dont la série donne la valeur ou le développement, 
et 4 un accroissement arbitraire pour former les facultés progressives 

fx , , f-r’IÎ , e£. (“). 

Dans l’ouvrage que nous venons de nommer, cette forme générale 


(*) Introd. h la Philos, des Mathcrn . , etc . , page 229, note. 
(“) Voyei la première Note, à la fin de l'ouvrage présent* 


PREMIER MEMOIRE. 


*4 

des séries se trouve déduite de la manière la plus rigoureuse ; et il 
ne nous reste qu’à donner la loi de la détermination des cocfficiens 
4 0 ) A y, etc. 

Soient A", , X , , X , , etc. , plusieurs fonctions d’une quantité variable. 
Nommons somme combinatoire , et désignons par la lettre hébraïque 
sin, de la manière que voici, 

Bt[A‘ , x,.A 4 x J .A e X 1 . . . tfx 9 ], . 

la somme des produits des différences de ces fonctions, composés de 
la manière suivante : Formez, avec les exposans a , b , c , . . . p des 
différences dont il est question, toutes les permutations possibles ; 
donnez ces exposans, dans chaque ordre de leurs permutations, aux 
différences consécutives qui composent le produit 

AX , . AXj.AXî . . . if,; 

donnez de plus, aux produits séparés, formés de cefte manière, le 
signe positif lorsque le nombre de variations des exposans a, b, c, etc., 
considérés dans leur ordre alphabétique, est nul ou pair, et le signe 
négatif lorsque ce nombre de variations est impair; enfin, prenez 
la somme de tous ces produits séparés. — - Vous aurez ainsi , par 
exemple, 

•• 

v [A".r t ] = a”x„ 

• V t A*X, . A 4 XJ = A a Xt . A 4 X, — A 4 X, . A*X, , 

V [A*X. . A 4 X, . AÏXs] = à m Xt . A 4 X, . a'Xï — A* X t . A X, . A 4 Xj 4- 
•+• A 4 X, . a'X, . A°Xs — A 4 X, . A n X, . a‘Xi + A'X , . A*X, .A Xj — 

— A C X,. A*X,. A"Xj, 
etc., etc. 

On voit que la formation de ces sommes combinatoires, est analogue 
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lâ 


à celle des valeurs des inconnues données par les équations linéaires 
ou du premier degré. On voit également que ces sommes combina- 
toires peuvent être exprimées de différentes manières; entre autres, 
suivant les procédés indiqués gar La place dans son Mémoire sur le 
Calcul intégral et sur le Système du monde, inséré parmi ceux de 
l’Académie de Paris de l’année 177a, deuxième partie. 

Or, si Fx est la fonction qu'il s’agit de développer en série, 9 x la 
fonction arbitraire qu’on prend, dans la série, pour la mesure algo- 
rithmique de la fonction proposée Fx, c'est-à-dire, pour la fonction 
génératrice (*) du développement ; et si , de plus , on considère les 
séries dans leur plus grande généralité, d’après la forme donnée plus 
haut(i), savoir, 

Fx — A a 4 - A, . px 4 - -rfj. 4- A 3 . px^ 4- etc., 

qui procède suivant les facultés progressives fx, t>x 3 ^, etc. 

de la fonction génératrice px , l'accroissement { étant arbitraire , ou 
aura, pour la détermination des coefficiens A , , Ai , etc. , expri- 

més généralement par A ^ , /* étant un indice quelconque depuis un 
jusqu’à Yin/îni, la loi ... (a) * . 

V> [â a px. A* 0x’lf . . . . P, 1 px^~ ’Hf . 

A-ÿx.A^x’lf.^ÿx 3 ^ . . . tjpx^— 01# . A“>x>‘lf ’ 

en observant de faire égal à { l’accroissement dont dépendent les dif- 
férences a, et en donnant, aux exposans a, b, c, etc. de ces diffé- 
rences , les valeurs 

«=«> * = »> e = 3, </=4, «te. ... t—f, — i, m=f,, 

et à la variable x, une valeur telle que fx = o. Quant à la quantité^., 


(*) II tant observer que ce ne sont pat ici les Fondions génératrices de Ltpltcc (Mém. 
de l'Acad. de Pt rit, de l'armcc 1779). 
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il faut savoir que, suivant la loi de continuité de ces fonctions, on a 
A a =zFx, en donnant toujours à la variable x la valeur qui résulte 
de la relation çx=o. (*) 

Telle est la loi fondamentale de toiles les séries. — Ce n’est point 
encore la loi la plus générale de l’expression du coefficient Ap : ce 
n’est qu’un cas particulier de cette loi générale ; mais, telle que nous 
venons de la donner, elle nous suffira complètement pour notre 
objet. La loi la plus générale de la détermination des coefficiens A c , 
A,, Ai, etc., ne suppose pas identiques les accroissemens dont dé- 
pendent respectivement les différences A et les facultés progressives 
de la fonction génératrice fx; et, de plus, elle admet, pour la quan- 
tité x qui entre dans l’expression des coefficiens en question, une 
quantité arbitraire quelconque, et non exclusivement la quantité 
donnée par la relation fx = o ; ainsi que nous le verrons dans la se- 
conde partie de notre Philosophie des Mathématiques, où nous don- 
nerons cette loi la plus générale des séries. 

Quant à la démonstration de la loi (a) que nous vanons d’exposer, 
on conçoit que nous pouvons nous en dispenser ici : nous la déri- 
verons, comme ca# particulier, de la loi générale des séries, lorsque 
nous donnerons cette dernière. D’ailleurs, si les géomètres le jugent 
convenable, ils peuvent eux-mêmes, pour mieux approfondir la 
nature de cette loi, chercher par anticipation la démonstration en 
question. Nous nous contenterons de prévenir que même la loi la 
plus générale des séries , celle dont nous venons de parler et dont la 
lo'i (a) n’est qu’un cas particulier, n’est , elle-même , qu’un cas très 
particulier de la loi algorithmique absolue ... (3) 

F x /é g • fio A \ . S2| •+■ H» + ^3 » Q 3 + (tc. t 


{*) Voyex la seconde Note, A la/in de Voavraçc, 


niqiti7od.hv Cjirtj|e 
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dans laquelle les fonctions génératrices a,, n, , n,, n } , etc. peuvent 
être quelconques , liées ou non par quelque relatiou. C’est cette loi 
absolue que nous avons eu l'honneur de présenter l’année dernière 
à l’Institut impérial de France , dans notre Mémoire sur la Technie 
de l'Algorithmie. Nous avons donné ensuite, dans la première partie 
de notre Philosophie des Mathématiques, sous la marque (xxxn), 
page a5a, la déduction rigoureuse de la forme de cette loi absolue ; 
et nous reproduirons, dans la seconde partie de cet ouvrage, cette 
loi elle-même comme loi suprême de toute l’Algorithmie. — Or, c'est 
évidemment de cette loi absolue qi^il faut dériver, comme cas par- 
ticuliers, et la loi générale des séries que nous avons indiquée, et 
par conséquent la loi particulière ( 2 ) que nous avons donnée dans ce 
Mémoire. (*) 

Mais, en faisant ici abstraction de cette subordination plus élevée 
des lois algorithmiques dont nous venons de parler, il suffit desavoir 
que, dans l’état présent de la science, la loi (a) dont il est question, 
est déjà la loi la plus générale, c’est-à-dire qu’elle embrasse toutes 
celles qui, jusqu'à ce jour, ont été trouvées dans l’Algorithmie. En 
effet, tout ce qui est connu dans la science des développemens, peut 
être dérivé de cette loi ; et nous-mêmes, nous avons réellement donné 
cette dérivation de toutes les lois et formules connues, dans noire 
Mémoire sur la Technie de l’Algorithmie, que nous venons de nom- 
mer. — C’est cette considération de la généralité relative la plus 
grande, qui nous engage à joindre ici la détermination ultérieure et 
simplifiée des coefficiens A„, A , , A,, etc., dérivée de l’expression 
primitive { 2 ). — La voici. 

En observant que, dans le cas dont il s’agit, on a A r ear"l-'=o 
toutes les fois que w est plus grand que », on verra facilement, d’ 


(*) Voyez la troisième Note , à la fin de V ouvrage. 
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bord , que le numérateur de l’expression (a) des coefficiens en ques- 
tion , ne contient que des parties de sommes combinatoires , c'est-à< 


dire qu’on a . . 

• (4) 

J 0 z=iFx 


= . à.Fx 

A<px 


J — * 

Sa'/x-A/> 

_ A>x“lf 

| Apx \ 

* 

( . , A 3 fx’lf 

) A 3 P. A» P_ 

' aV 3 I< ' 

1 A f/— xa XJT. -* 

1 iV l! 

I 

Â . 

SaV, AVx^*I f 

A 4 *x 4 lf 

j A^lf 




pfA*px. A 3 P-r’lf]j 
Apx . A^-r’lf i 

, a 3 1 If 


— AJFx 


ty [.i’fx . A J p.r’lf . r S lf] 


Aÿ-c .^ 2 fx : “lf . A 3 ?x 3 !f 

et en général 

j — — * . | a£/*x — a 4 * 1 

* A* «x^lf < 


» 


>x^lf 

+ i/ i ~ , Fx . 


1 Fx . 


efpx^—') If 
4 e— ■pj.te— >)|f 




A 4 ‘~ J «)x , > — : *) If . A^’fx^ - "Mf 

»— *)lf . y*— >, 

(j“— 3 )lf . >px(e— »)|f , a m— < p x [f — Olf 


_A (“-Va- • ^~* • A^»x f -“— >lfj 


A'*' 


— 3 ., 


- «te. , rtc. 


eu ayant toujours soin de faire égal à { l’accroissement dont dépendent 
les différences, et de donner, après avoir pris ces différences, à la 
variable x une valeur telle que px=o. — Ou verra, de plus, que 
ces expressions, simplifiées davantage, peuvent être Anisés sous la 
forme ... (5) 
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ûr tyx' I* * * 

- • * r * - «r-t ■ Fx + ■ iT-Fx~.pt C.J, 

en faisant ... (6) 

æ; = « 

* _ A^frrk— ‘Mf 

_ A ' 1 ’) If . A '* -1 •) If 

iW '“ — 3 — 1 — *) If . cf — ■ ^C/“ — »> I? 

__ A'' If . A' 1-1 If . A' 1- * 5) If 

“ A* 1- lf . A^ * f *<*—*> If . A '* -3 ^ -J) I- 


0 If . A' i - , #x ( ‘“-’ ) I f . A** - Vr (,,—3) ^ . . . A'—’+ 1 If 


"t* — ? 

a'" - >*(‘“—‘)|f 

.AT-^x^-’Hf. 

A^- 3 ^- 3 )lf... 

A V= 

o 

1=» 


j y^_. 

tfpj*-*} If 



tf—'pj*—*) lf 




if'pJ 1 '—') lf . 

A' 4- * **0*-“ S ) If 


3 

1=3 A'" -1 ’ *)lf 

.^-^>-3) |f 



Af‘*x<'‘ —, >lf . 

A* 4 1 lf 



' A'— 1 lf 

.A^-»f>- 3 >lf 


A" 

Af À pJ' ft ’l If . 

A* 4- V**' 4- 3 > if. 

A'*~ ï «x^‘ — 1 *) lf 

V— 4 

tr-'p^i — >)lf 

. i>-- 3 f >- 3 ) lf 

. A M-i ç^Jt—.S) |f 


If . 

tf-' tJs-V If . 

A^- 3 «.x(^-*>lf 


A 4 * ' px ^ — 1 1 1 f 

. àt* 3 px^ 3) If 

. dit 


A'W 3 * - 0 lf . 

-i- 

A >—* **<>—*) If . 

Af— lf 


H _ _ 

A>— '’px ^~ ■) If . A / '~ a ^ l > — If . Ar—lfJ*—*) |f 

A^,_ s = etc., etc. s- 


Digitized by Google 



PREMIER MEMOIRE. 


ao 

Telle est donc la loi du développement général d’une fonction Fx, 
au moyen des facultés progressives d'une fonction arbitraire f.r; et 
celte loi, nous le répétons, embrasse toutes celles qui sont connues 
jusqu'à ce jour. — Or, c’est au moyen de cette loi générale que nous 
allons apprécier l’esprit de la Théorie des Fonctions analytiques. 


Avant tout, observons que, suivant la déclaration expresse de 
l’auteur de cette Théorie, elle est destinée à donner l’explication ou 
la métaphysique du Calcul i>ivfér ixtiel, en montrant que les quan- 
tités dites différentielles ne sont autre chose qu’une espèce particu- 
lière d’algorithme des fonctions, espèce que Lagrange et avec lui 
Arbogast et autres nomment dérivation des fonctions. — C’est en cela 
que consiste la fausseté du point de vue de la Théorie en question ; 
et o’est cette fausseté que nous nous proposons de démontrer rigou- 
reusement dans ce Mémoire. — Mous avons déjà indiqué , dans la 
première partie de notre Philosophie des Mathématiques, page 3a, 
l’origine de cette étrange erreur qui bouleverse tous les principes de 
l’Algorithmie : on a vu qu’elle provient , d'abord , d’une espèce d’an- 
tinomie qu’impliquent les procédés du Calcul différentiel, et ensuite, 
de la direction matérialiste qui, de nos jours, s’est glissée jusque 
dans les sciences mathématiques, dans ces sciences éminemment 
intellectuelles, qui, avant cette misérable époque de philosophante , 
n’avaient pas encore subi une pareille dégradation. Il nous reste ici 
à montrer que les fonctions dites dérivées dans la Théorie de Lagrange, 
et en général dans toutes les Théories des dérivations, n’ont, par elles- 
mêmes, aucune, absolument aucune signification ; et que, loin de 
pouvoir expliquer le Calcul différentiel , elles ne peuvent elles-mêmes 
être expliquées ou interprétées que par le moyen de ce Calcul. — 
Voici ce qu’il en est. 
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D’abord, pour ce qui concerne la Théorie des Fonctions de La- 
grange, clic repose visiblement sur les deux principes 

(7) . . ./(* + ») = A + Bi + + Di* + «te., 

(8) . . ./(*-♦-«)=/* -t-<7>. 

Le premier de ces principes donne la forme du développement de la 
fonction f(pc ~i~ i ) ; le second donne le matériel même de ce dévelop- 
pement, c’est-à-dire, le moyen de la détermination des coefficiens 
A, B, C, etc. — Or, d’où vient , en premier lieu , la connaissance de 
cette forme (7) du développement d’un? fonction ? Qu’cst-cc qui 
nous autorise à en supposer la possibilité? est-ce que toute fonction 
algorithmique f{x -+- i) est, en elle-même, identique avec le déve- 
loppement A -+- Bi -+■ Ci * -1- etc. , o£ bien, est-elle simplement équi- 
valente à ce développement? et, dans ce dernier cas, quel est le 
principe ou la condition de la généralité de cette équivalence , de 
cette corrélation permanente de la fonction avec ce qui forme son 
développement J — Lagrange a senti toute l’importance de ces ques- 
tions ; et il a avoué que, jusqu’alors, on ne connaissait encore la 
forme du développement d une fonction que comme donnée par 
l'expérience , ou, tout au plus, comme vérifiée à posteriori. — En 
effet, la légitimation à priori de la forme (7) dont il s'agit, et, ce qui 
est plus, l'explication de la possibilité même de cette forme, étaient 
des questions auxquelles on n’avait pas songé avant Lagrange ; et on 
ne saurait dire si ce géomètre lui-même a porté ses réflexions jusque 
sur la dernière de ces questions, sur la possibilité même du déve- 
loppement d’une fonction. Ce qui est sur, c’est que Lagrange a 
cherché à eu donner une légitimation d priori ou line démonstration ; 
mais, malheureusement, elle n’est point valide. Ce géomètre prétend 
que, dans la généralité de la fonction f(x-+-i), aucun terrrte de son 
développement (7) ne peut contenir des puissances fractionnaires 
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île i, parceque, vu la pluralité des racines, la série aurait plusieurs 
valeurs; ce qui serait absurde. Mais ne se pourrait-il pas que, dans 
cette série indéfinie, les valeurs différentes des radicaux se compen- 
sassent de manière à donner toujours la même valeur pour la fonction 
/(*-+-«)? Et, en effet, cette compensation est réellement possible : 
ou peut , d’après notre loi (a) des séries en général , développer une 
fonction suivant les puissances d'une autre fonction qpnteuant une 
racine arbitraire de la variable; par exemple, en prenant, pour 
fonction génératrice du développement, la fonction çi— a -h yï, 
a et m étant des quantité! arbitraires, et en supposant l’accroisse- 
ment { indéfiniment petit, on peut développer la fonction 
sous la forme ... (9) 

/(-*■ -4- «) — 4- -C , . (a -^/ 1 ) - 4 - ^i.{a + 1/^) 1 -4- e *c. ; 

où l’on voit que, la fonction f{x -4- i ) restant dans toute sa généra- 
lité, il peut entrer des quantités radicales quelconques dans son 
développement, et que ces quantités se compensent entre elles de 
manière à ce que la série en question donne toujours la même valeur 
pour la fonction développée /(x-hi). Bien plus, quand même il 
serait vrai et démontré qu*il ne pût entrer des quantités radicales 
dans la série formant le développement d’une fonction , il ne s’en- 
suivrait pas encore -que ce développement dût être composé de 
puissances entières de if mais cette considération se rapporte déjà à 
l’explication de la possibilité même de ce développement, et non à 
sa simple légitimation, et nous avons remarqué plus haut q«e La- 
grange n’a pas porté son attention jusque sur l’origine du dévelop- 
pement qui sert de fondement à sa Théorie des Fonctions. Nous 
pensons que la véritable déduction de cette possibilité du dévelop- 
pement en question, et en général de la possibilité de toutes les séries, 
est celle que nous avons donnée daus la première partie de notre 
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Philosophie des Mathématiques, sous les marques (vin), (x) et (xi), 
pages iv] et suivantes ; et i! paraît, si nous ne nous trompons , que 
jusqu'alors la question des séries n'était pas encore résolue: nous 
croyons qu’on ne connaissait pas encore la hatcre m£wf. et l'omcisr 
de ces fonctions, les plus importantes de toute l'Algorithmie. 

Venons, en second lieu, à l'examen de l'autre des deux principes 
de là Théorie des Fonctions de Lagrange, de celui que nous avons 
rapporté plus haut sous la marque (8), savoir: 

> 

f(x -f. i) -4- if. 

Il serait d’abord très peu logique de séparer, dans deux principes 
différens, la forme et le matériel du développement sur lequel repose 
la Théorie des Fonctions. En effet, comme phénomène intellectuel, 
le développement des fonctions doit , ainsi que tous les autres phé- 
nomènes, fonder sa possibilité sur une condition unique; et on voit 
réellement, dans les endroits de notre Philosophie des Mathématiques, 
cités plus haut, que la nature des séries en général dérive d'un seul 
principe. Quand même ces deux principes de Lagrange se trouve- 
raient démontrés , ils laisseraient toujours à désirer un complément 
qui , en indiquant leur unité d'origine, remplirait ce qui leur manque 
pour former leur dépendance réciproque. — Mais, malheureusement, 
ce second principe de la Théorie des Fonctions n’est pas plus démon- 
tré que le premier. Lagrange croit que ce second principe est vrai , 
pareequ’il se vérifie dans le cas de i= o; et c’est là toute la démons- 
tration qu’il en donne. On ne saurait admettre, en bonne logique, 
cette espèce d’induction, qui est trop peu fondée pour être légitime ; 
car, de ce que l'expression du principe en question se vérifie dans le 
cas particulier de < = o, il ne s’ensuit nullement qu’elle doive se 
vérifier dans les cas de toutes les autres valeurs de «'. Rien plus, 
même dans le casqiarticulier où i =o, il pourrait y avoir, peut-être. 
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une infinité de formes différentes pour l’expression de la fonction 

Ainsi , les deux principes (7) et (8) que I .a grange pose pour fon- 
dement de sa Théorie des Fonctions, ne sont nullement démontrés. 
Ce sont, jusque-là, des principes purement hypothétiques, vérifiés ou 
constatés à posteriori. — Donc, la Théorie des Fonctions analytiques 
de Lagrange n'aurait elle-même qu'une certitude probi.ématiqub, et 
ne pourrait, par conséquent, donner l'explication du. Calcul diffé- 
rentiel , dont la certitude est tout-à-fait apodictiqub. 

Mais supposons qu'on donne, des deux principes en question, 
une démonstration rigoureuse, ou qu'on déduise la nécessité de” ces 
principes, la Théorie des Fonctions n’en serait pas moins un système 
artificiel de procédés du Calcul différentiel. En effet , jamais aucun 
des deux principes (7) et (8) ne saurait donner une signification in- 
dépendante et absolue aux coefficiens A, B, C, etc. du développement 
d'une fonction; coefficiens qui contiennent tout l’esprit de cette 
Théorie. Quelle est, au fait, la signification de ce que Lagrange appelle 
fonction dérivée? C’est d’être coefficient d’un terme de la série : or, 
vraiment , cela ne signifie rien ; et c’est là en réalité tout ce que 
peuvent apprendre les deux principes dont il s’agit. — Comme fonc- 
tions algorithmiques, les fonctions dérivées dans la Théorie de 
Lagrange, et dans toutes les Théories des dérivations en général, 
doivent avoir une certaine signification: elles doivent être ou des 
fonctions élémentaires, ou des fonctions systématiques, simples ou 
composées. Or, qu’on nous montre une combinaison de ces fonctions 
algorithmiques primordiales, telles que puissances, logarithmes, 
sinus, etc. , qui puissent former les fonctions dérivées dans les diffé- 
rentes Théories des dérivations. Etre coefficient de tel ou de tel autre 
terme d’une série, cela ne signifie rien, comme nous l’avons déjà dit; 
pe n’est qu’un nom : la nature des fonctions en question n’est point 
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donnée immédiatement par leur position dans la série; cette position 
déterminée n’est proprement que la donnée du problème qui pro- 
pose la recherche de la nature de ces fonctions. Si, par hasard, la 
Théorie des Fonctions eût été imaginée avant la découverte du Cal- 
cul différentiel, les fonctions dites dérivées auraient été un véritable 
mystère algorithmique; et, sans contredit, on se serait fait le pro- 
blème important de découvrir la nature de ces fonctions. 

Plaçons-nous donc nous-mêmes djns ce point de vue hypothé- 
tique, et cherchons quelle est la nature des /onctions dérivées dans 
les différentes Théories des dérivations. Nous éviterons ainsi le vice 
d’un cercle logique dans la réfutation qui est l’objet de ce Mémoire, 
en évitant de nous servir du Qdcul différentiel, qui précisément est 
l'objet mis en question par les Théories des fonctions et des dériva- 
tions dont il s’agit. — Or, la loi (a) des séries, que nous avons exposée 
au commencement de ce Mémoire, nous conduira directement, sans 
faire intervenir le Calcul différentiel, à la découverte de la véritable 
nature des fonctions dérivées en question. 

Pour généraliser cette recherche, supposons que, de découvertes 
en découvertes dans le vaste champ des dérivations, on parvienne à 
la Théorie des dérivations la plus générale, à celle qui donnerait, 
pour une fonction F(x- (- i), le développement procédant, non seu- 
lement suivant les puissances de i, mais en général suivant les facul- 
tés progressives d’une fonction arbitraire quelconque de i. Alors, si 
nous désignon^suivant l’usage, par F'x , F"x, F"‘x, etc. les fqnc, 
t ions dérivées , prime ,* seconde , tierce , etc., considérées dans cette 
Théorie générale des dérivations, nous aurons d’abord , en vertu de 
la forme générale (i) des séries, le développement . . . ( 10 ) 

/■(* + i) = F(x +j) + F'ac . p i + F’x . ÿ + F”x . f /*lf + etc. , 
fi étant une fonction quelconque prise pour la mesure algorithmique 

4 
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de la fonction F(x-+- i ) , ( l'accroissement arbitraire pour former les 
facultés progressives fi, f i 3 !', etc., et y la quantité que donne, 

pour i, la relation fi— o. Mais, dans cette Théorie générale des dé- 
rivations, comme dans toutes les différentes 'théories qu'on a déjà 
imaginées, et qui n’en sont que des cas particuliers, les fonctions 
dérivées F'x, F"x, F'"x, etc. restent nécessairement des fonctions 
aveugles, ou du moins des fonctions cyclopes, c'est-à-dire, des fonc- 
tions qui n’ont qu’un nom et point de signification ; et c’est cette 
signification que nous nous proposons de découvrir. Or, la loi (a) des 
coefficiens des séries, la donne immédiatement : on a en effet. . . (i i) 

Ü [4 F + «)] 4F(x + 0 

r .T •»■■ ~ — — ; * 

A ? i AÇt 

V[f' fi.&*F(x + i)] 

r x — • . * « 

Api. A’pi’ I* 

. fi. A *pi*lf . A* F (*-*-«)] 

A fi. A 2 pl’lf . A S pi' J lf 

P[A*pl‘.A*pi*lf.A , pi 1 f. A* F(x--l-0] 

Api. A’pi’lf . A 1 pi’lf . A 1 pl’lf 

t 

etc. , etc. t 

en ayant soin de donner, après avoir pris les différences , à la va- 
riable i la quantité y qui résulte de la relation fj — o. 

Telle est donc la nature détermiuée et très réelle des fonctions 
dérivéés, prime , seconde, tierce , etc. , âans la Théorie générale des 
dérivations: on voit qu'elle consiste dans des sommes combinatoires 
V , formées des différences de la fonction proposée F(x-+-i), et des 
différences de la fonction fi prise pour mesure algorithmique ou 
pour la fonction génératrice du développement. Ces expressions des 
fonctions dérivées en question , qui ne contiennent que des fonctions 
de différences, et non des fonctions de différentielles, sont effective- 
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ment très replies, et donnent par conséquent une signification très 
positive et très réelle aux fonctions dérivées qui en sont l’objet. 
Ainsi, la loi (2), et nommément les expressions précédentes (11) en 
sommes combinatoires de différences, fournissent la véritable méta- 
physique des fonctions dérivées F'x, F'x, F"x , etc., en faisant 
connaître leur signification absolue. 

Or, ce qui est vrai dans le cas général , doit l’ètre nécessairement 
dans tous les cas particuliers ; donc, quelle que puisse être la fonction 
génératrice pi du développement de la fonction F(x-i~i), et quel 
que soit l'accroissement ( qui entre dans la formation des facultés 
progressives pi, pi’^, pi*lf, etc., les expressions précédentes (il) 
en sommes combinatoires de différences, seront toujours les expres- 
sions de la signification particulière des fonctions dérivées F'x, F"x, 
F"'x, etc. qui auront lieu dans ce* cas particuliers de la Théorie 
générale des dérivations que nous venons de traiter. Ainsi donc, 
lorsque, dans le cap-le plus particulier, la fonction génératrice pi 
serait simplement 1, et lorsque, de plus, l’accroissement I serait une 
quantité indéfiniment petite, dont l’idée est possible, savoir { = 5» 
les fonctions dérivées particulières F'x, F"x, F‘"x, etc. auraient, 
pour leur signification, les expressions rigoureuses ... (12) 


-K) 

. Fl ~ di di ’ 

F ’ x — g [«**/. + «’)] _ 

di.d* 1* x.a(éi)* 

d i P(x+i)) d* F(r-j-i) 

di.J a i*.d > i i ~~ i.a. 3 (tfi) s ’ 

VT [d'i . <Fi* . d > i i . d* F{x + if\ _ rf* F{t + 1) 
rf. . d V . rf 3 ! 5 . «rfV _ » . a . 3 . 4 {dif ’ 

•te. , etc. ; 
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en désignant par d les différences correspondantes à l’accroissement 
indéfiniment petit {, qui constituent ce qu’on nomme les differen -* 
tielles, et en faisant < = o, après avoir pris ces différentielles. 

Donc les rapports des différentielles des quantités F(x-\- i) et i, 
ou, ce qui revient au même, les rapports des différentielles des quan- 
tités Fx et x, savoir, . 

d Fx rf 1 F.r tfl F x 

dx 9 dx* * Jé * ’ 

sont l'expression de la signification, quoique idéale mais absolue, 
des fonctions dérivées en question F'x, F"x, F'”x, etc. — Donc DÉFI- 
NITIVEMENT, LOIN DF. LS DONNER , CES FONCTIONS DÉRIVÉES REÇOIVENT LEUR 
MÉTAPHYSIQUE DE CES RAPPORTS DE DIFFÉRENTIELLES. 

On conçoit actuellement pour quelle raison et de quelle manière 
la Théorie de Lagrange , et en général toutes les Théories des déri- 
vations, peuvent remplacer le Calcul différentiel En effet, les fonc- 
tions dites dérivées dans ces Théories, n'étant que des fonctions des 
différentielles de la fonction primitive, ainsi que nous venons de le 
voir dans leur nature même, on peut toujours, en employant ces 
fonctions dérivées, obtenir, par leur moyen, les résultats dont le 
principe est entièrement et absolument dans le Calcul différentiel. 
—Mais aussi, cet emploi des Théories des dérivations, n’est évidem- 
ment qu’un emploi indirect du Calcul différentiel; et voilà pourquoi 
l'application de toutes ces Théories, reste loin de la simplicité des 
procédés du Calcul qu’elles prétendent remplacer, et dont elles ne 
sont qu’une transformation forcée ou du moins artificielle. 

Donc , etc. , etc. , etc. 


11 nous reste, pour résister à l’autorité imposante de Lagrange, à 
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montrer que la loi {2) , de laquelle nous avons dérivé la réfutation 
précédente, embrasse, comme un cas très particulier, la découverte 
principale que cet illustre géomètre a faite dans cette partie de l’Al- 
goritbmie qui porte sur le développement des fonctions. — Ce sup- 
plément donnera, d'ailleurs, une utilité positive à cet opuscule. 

Dans notre Mémoire sur la Technie de l’Algorithmie, qui a été 
présenté à l'Institut de France, nous avons déjà déduit, de notre loi 
algorithmique absolue (3), ou simplement de la loi (2) dont il s’agit 
ici, entre autres formules, toutes celles decouvertes par 'Lagrange, 
comme étant des cas particuliers de cette loi; ainsi que l’ar reconnu 
la Classe des Sciences de l'Institut , qui a approuvé le rapport de sa 
Commission , dans lequel se trouve cette déclaration décisive (*) : 

« Mais, ce qui a frappé vos commissaires dans le Mémoire de 
<t M. Wronski, c’est qu’il tire , de sa formule, toutes celles que 
« l’on connaît pour le développement des fonctions, et qu’elles 
* n’en sont que des cas rais particuliers. # 

Signés Lagrange, Lacroix. 

Nous reproduirons ces déductions dans la seconde partie de notre 
Philosophie des Mathématiques, pour tout ce qui concerne ta Technic 
de l’Algorithmie, et dans le Supplément du même ouvrage, pour ce 
qui concerne la Théorie de l’Algorithmie (**). Quant au Mémoire 
présent, nous nous bornerons à un seul cas, à celui qui, suivant 


(*} Non* sommes forcés de répéter ici cette signifiante déclaration. 

(**) Dans la première partie de notre Philosophie des Ma lhema tiques, nous n ‘arons 
donné que les lois fondamentales des différentes branches de la Théorie de l'Algorithmie, 
en laissant aux géomètres le soin de ramener à ces lois les différentes formules et mé- 
thodes connues, et d'effectuer ainsi la réforme qui en résulte nécessairement pour cette 
partie primordiale des sciences mathématiques. — Si on ne le fait pas, nous le ferons 
nous-mêmes dans le Supplément que nous nous proposons de donner au même ouvrage. 
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nous, donne la découverte principale de Lagrange dans le champ 
des développemens des fonctions, sur lesquels porte l'objet de ce 
Mémoire, savoir, la découverte de ce géomètre, publiée, pour la 
première fois, dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, de l'année 
1768, et démontrée par Laplace dans ceux de l’Académie de Paris, 
de l’année 1777. — La loi de Taylor ne s’étend qu’aux fonctions don- 
nées immédiatement; la loi en question de Lagrange, en dépit des 
limites qu'on lui assigne en bornant son usage principal au retour 
des suites, embrasse, outre les fonctions données immédiatement, 
celles données médiatement par des équations; et elle forme ainsi la 
p&kmikrk loi céaéasLR qui ait été donnée pour cette branche primor- 
diale que nous nommons Technie de l'Algorithmie. — Voici son 
principe. 

Soicut x,, x, , xj, etc. des variables indépendantes, on des fonc- 

• * 

tions d’une ou de plusieurs variables indépendantes; et soit x une 
fonction de ces quantités, et Jx, fx, f t x, Jix, etc, des fonctions 
quelconques de x. Soit de plus . . . (i 3 ) 

a =/x 4- x, ,/,x 4- x, ./,x 4- xj./jx-f- etc. 

l’équation qui détermine la valeur de x, et Fx La fonction de x dont 
on demande le développement ou la génération.tecbnique, au moyen 
des quantités s„ x,, x } , etc. — Il faut remarquer que toutes les 
équations, immanentes et transceddantes,, primitives et différen- 
tielles, peuvent être ramenées à Ta forme de l'équation (i 3 ) ; et par 
conséquent , que cette équation présente la fortne générale de toutes 
les équations. — Or, en faisant.. . (» 4 ) 


X (o). = Fx, 

. . _ \F\df(/,T.JF.r) ] __ / t x.rlFx 

v ’ * tjfx <jfx * 

Vldflfa.JPx)) Ai-, 'IFx 

*«. = Tx = 
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Kl îV = -)- g ' *fW' x f'* ■ ,!Fx '> J 

«.w +1 


, , _ + v [ty* ■ A* ■ <>Fx) } 

l.(^r) , +> 

t(» %\ = + V[+/r.*f(M>A*.jF*)} 


nr[rfyv.rf>(Ap.d»/(/,*./ I jr./ 1 *.rff*)l 

H \'i >> *J 5 = — . \ . , , • 

\F\d/x.thfJxp.^>f(/,r./,x./,x.dFx)] 
= . , , , f 

IP \<rt* ■ <H/*Y . .Pf!/,X ./, r ,/tX . dFx) ] 
a (1, », »}3 = 73- ; — I 

Vf [d>fx . d'[Jx'f . d*f<Srr .f,x .» . dFx) ] 

* (.»> = - . , . • r ; t 


et en général, a (p, q,r,.. z) r = 

V [J'f * . A /*)* • ■ rflffff • • •/,* . <«*)] 




1. (t. »).(i. a. 3 ) (1.1.3. . .(/• — i)).(^f!r) , + *+ 1 "* + ^ 

et en y substituant, après avoir pris les différentielles, à la place de 
x , la quantité que donne la relation fx — o, nous aurons, en vertu 
de la loi (a), l’expression générale . . . (i 5 ) 


Fx = 1 ( 0 ). ■+- — .a(i), + — . 1 ( 1 , 1 ), + 7 — j 


*(■• »,.«)» + etc. 


H . ï (»), H S ( 1 , a), “t • * (t, 1, »}l •+■ etc. 

1 1.1 •i.».r ' 


>,.r» 


«le. H . I (», *)» H * ( 1 , », »)î -4- etc. 

«,.» 1 . 1 . a 


-t- etc. 


1.1.3 

clc. 


s (a, 3 , 1)3 etc. 

+ etc. 


- 

1 
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Si , de plus, on a égard aux réductions que nous avons données sous 
la marque (5), on pourra mettre les expressions (t4) des coefïiciens 
s, sous la forme plus simple. . . (16) 

( dfxf 1 r '• 

- y^-, - • rf“~* <ff ff* fr* ■■■/<*■ J?*) + 

+ - JV-,1 • rf“~ 3 (/f* V -/r* - 

— *tc., etc. j , 

en donnant toujours à a: la valeur qui résulte de la relation fx — o, 
et aux quantités subsidiaires Mc t N les valeurs des expressions (6), 
après y avoir substitué les différentielles des puissances fx, (fx ) 1 , 
(Jx'f, etc. , à la place des différences des facultés fx, fx 7 ^, fx^ élc. 

Telle est donc la loi de la génération technique ou du développe- 
ment d'une fonction quelconque Fx d’une quantité x donnée par 
l'équation générale (i3). 

Pour compléter l'utilité que peut donner, au Mémoire présent, 
cette résolution technique de l’équation générale (t3), nous allons 
l’appliquer, comme exemple, à la détermination d’une quantité x 
donnée par une équation quelconque ... (17) 
o = *(*, a), 

immanente ou transcendante, primitive ou différentielle; « (x, a) 
désignant une fonction quelconque des quantités x et a. — Nous 
nous contenterons ici de déduire le développement de x, suivant les 
puissances d’une fonction génératrice arbitraire fa de la quantité a: 
c’est déjà beaucoup plus que ce qu’on a fait jusqu’à ce jour dans 
l’Algorithmie. 

Si d'abord on développe, en vertu de la forme générale (1) des 
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séries, la fonction « (x, a), suivant les simples puissances d'une 
fonction ta, on aura . . . (18) 

o = J, +• J, . fa -t- J , . (fa) 1 -t- Ji .(fa)» -t- «te. , 

les coefEciens J, , A, , A , , etc. ayant , d'après la loi (a) , les expres- 
sions. ..(19) 

■d, = •(*, à) 

Vf[d «(x, à)] dt{: r,â) 

1 1 . (dp a) dfâ 

^ V [d'pà . d* f(x, à)] • 

* “ ..(«.»).(dfa)*+* 

^ ET [{fifà . d* (fà ) 1 . tfi à) J 

’ “ !.(«.»). (I.,. 3). (rff O) 1 -*-* + * 

Vf [d'tà.d‘(tày.d i (tàf-d**(T,à)] 

4 “ !.(«.»).(«.*. J). (. .i.î.4) .(rffà) ‘ + ’ + , + 4 
«te., «te., 

en désignant par à la quantité qui est donnée par la relation fà=o, 
et qui doit être substituée à la place de la variable a, après qu'on 
aura pris les différentielles. — 11 faut ici observer que si l’on emploie, 
pour désigner les rapports des différentielles , la notation dont La- 
grange s’est servi dans sa Théorie des fonctions , on peut facilement 
transformer les expressions précédentes (19) en celles-ci . . . (ao) 

Ai = m ’ (7ôÿ ’ ((fiÿCîpé)" ’ o)) ) ) 

= 771u'p ’ ((ÿSÿCcfSÿCÿ^ ’ (•<*»•>)') ) ) 


, 
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mais ces dernières expressions (ao) ne sont pas généralement aussi 
simples que les premières (19). 


Or, si ion fait 


A. aa/*, 

z. Ai — /(* f 

«■a -Ai =/jx, 

t.». 3 .A} —fyt, 

«te.; 


fa 

X * * T* 

_ C»") 1 

■**» — 1 

k .a 

(*«>» 

^ l.a.î* 

(f-) 4 

« - 77137 *’ 

t»C.} 


Féquation précédente (18) prendra la forme ... (ai) 

o—fx -J- x t .f^z 4- JT,./,* ■+• Jrj./jx H- rtc., 

qui est la forme de l’équation générale (1 3 ). Donc , si l’on déduit, de 
l’équation (ai), le développement de la quantité x, procédant, en 
vertu de la loi (i 5 ), suivant les différentes dimensions ou les différens 
degrés des quantités*,, x,, xj, etc., et si l’on réunit ceux des termes 
qui répondent aux mêmes puissances de la fonction génératrice 9a, 
6n obtiendra, pour x, l'expression . . . (aa) 

x = Q. -t-j?, . fa Ça ■ (?«)* ■+■ Qi • (*«•)* -t- «««■, 
les coeffîciens Q„Q,, Q tt etc. ayant les valeurs . . . (a 3 ) 

<?. = x, 

flX 

CA)" 

flX 1 


<?. = - 
Qi-~ 

(h = - 


>■>. !(/*)' 1 >•»(. W ( ' Ux! J 


*»cAy 
A * 


« ■ 1 CA)' ' \CA)'. 

t //. * 


r. 


i-^VV 

r *)\{/*)J y' 


i-a. 3 (/a*)' vC/ x ) 


«te. , «te. , 
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en désignant par x la quantité qui est donnée, pour jr, par la relation 
fx—o, c'est-à-dire, ® (*, «) = o, et qui doit être substituée, à la 
place de cette variable , après qu’on a pris les dérivées différentielles. 

Pour peu qu’on examine cette application de la résolution tech- 
nique (i 5 ) de l'équation générale (i 3 ), on verra facilement, ainsi que 
nous l’avons annoncé , que cette résolution embrasse les équations 
primitives et les équations différentielles. — Dans le cas de ces der- 
nières équations, les fonctions A „, A,, A*, etc. (19) seront des 
fonctions de x et des dérivées différentielles de cette variable ; et il 
faudra, dans les expressions (a 3 ) des coefficicns Q 0 , (J,, Q,, etc., 
considérer ces dérivées comme étant des fonctions de x, et substituer 
après les opérations, à leur place, leurs valeurs données par les 
équations différentielles de l'équation proposée (17). — De cette ma- 
nière, on retrouvera facilement, dans la loi (i 5 ), non seulement la 
résolution technique d’une ou de plusieurs équations primitives 
quelconques, immanentes ou transcendantes, mais encore l’intégra- 
tion technique de toutes les équations, soit aux différentielles totales, 
soit aux différentielles partielles. Nous donnerons ces détails dans la 
Technie de l’Algorithmie ; quant au Mémoire présent, revenons à 
notre objet, à la déduction de la formule principale de Lagrange. 

Or, dans le cas particulier où la fonction fx qui entre dans l’équa- 
tion générale (i 3 ), est simplement (a-t-xj, a étant une quantité 
quelconque, on a d/x — dx , et de plus d m {fx}* — o toutes les fois 
que w est plus grand que » ; de manière qu'à l'exception de la quan- 
tité Mf. de l’expression (16), quantité qui est égale à l'unité, tout le 
système des quantités Al et N de la même expression, sera égal à 
zéro. Donc, dans ce cas particulier, rtj employant toujours, pour 
désigner les rapports des différentielles, la notatfon de Lagrange, la 
loi générale ( 1 5 ) se réduira à l’expression .... (ai) 
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Fx — Fx — — • . (fiX.F’x) -+- — — . LftX ./|i . F'xf — etc. 
i 1.2 

^ • (fx-F'x) + . (/, x./iX.F’x)’ — «te. 

— elc. H — . (fyi .ftX . F'x)' — ele. 

i.» 

+ «te. — «te. 

é désignant la valeur de — a qu’il faut substituer après avoir pris 
les différentielles. 

Enfin , dans le cas le plus particulier où il ne se trouve qu’une 
seule des quantités x,, x,, Xj , etc., savoir, lorsque x, = x 3 =x., 
c= etc. = o , cette loi se réduira ultérieurement et en dernier lieu à 
la forme . . . (a4)' 

Fx = Fx — - (f,± . F'x) + — (f'x . F’x y — etc. ; 

i 1 .» " 

et c’est là la belle loi de Lagrange, constituant la découverte princi- 
pale de ce géomètre, découverte que nous nous sommes proposé 
de déduire , comme un cas particulier, de la loi (a) sur laquelle porte 
l’objet de ce Mémoire. 


Après avoir démontré la fausseté du point de vue de la Théorie des 
fonctions , et en général de toutes les Théories des dérivations, il nous 
reste à indiquer ce qu’il faut leur substituer, et nommément quel 
est le véritable point de vue du Calcul différentiel. Cette tâche, consi- 
dérée sous son véritable aspect?se trouve déjà remplie dans la première 
partie de notre Pbilhsophie des Mathématiques, où nous renvoyons 
le lecteur. — Nous nous bornerons donc ici à faire observer que la 
métaphysique ou la déduction des premiers principes du Calcul dif- 
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férentiel, est entièrement hors des limites des Mathématiques; et par « 

conséquent que c’est à pure perte que les géomètres font des efforts 
pourdéduire ces principe* par des moyens purement mathématiques. 

C’est à un ordre supérieur de connaissances, à la Philosophie, qu’ap- 
partient celte tâche, ainsi que la déduction générale des premiers 
fonderaens de la science du géomètre : un peu de réflexion devrait 
suffire pour reconnaître cette vérité; cependant, comme elle paraît 
très peu sentie, nous ajouterons quelques mots pour la faire apprécier. 

Les sciences mathématiques, et spécialement leurs branches pures, 
l’Algorithmie et la Géométrie, forment manifestement certaines 
opérations de l'esprit humain, et présentent ainsi un ordre particu- 
lier de phénomènes intellectuels. Vouloir expliquer ces phénomènes 
par eux-mêmes, c’est tourner dans un cercle; c’est ressembler à ce» 
physiciens qui, pour expliquer la matière, supposent déjà la matière. 

Il faut nécessairement remonter à un ordre plus élevé de phéno- 
mènes ou de fonctions intellectuelles, pour expliquer celles qui cons- 
tituent les science^ mathématiques ; et cet ordre plus élevé est visi- 
blement ce qui forme la Philosophie. — Nous savons bien que, quel- 
que vraie ou raisonnable que soit cette assertion, les géomètres ré- 
pugnent à recevoir leurs lois premières d’une science différente de 
la leur; et cela d'autant plus que, jusqu’à ce jour, la Philosophie n’a 
pu faire fructifier le droit de la législation des sciences, qui lui est 
donné par son essence même. Mais cette répugnance n’est point une 
raison : en se laissant entraîner par ce sentiment , et en s’efforçant 
d’expliquer les principes des Mathématiques par les Mathématiques 
elles-mêmes, on ne peut que compromettre la science; parceque, 
mettant à découvert son insuffisance dans ce qui est étranger aux 
Mathématiques, on jette maladroitement un doute sur tout ce qui 
appartient réellement à leur domaine. Nous ne nous amuserons pas 
ici à rappeler les différentes erreurs commises par les géomètres. 
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toute* les fois qu'ils su sont avisés de déduire les principes des 
sciences mathématiques : .nous nous contenterons d'un seul exemple. 
Combien d’efforts n'a-t-on pas faits pour démontrer la théorie de* 
parallèles, ou l'égalité des angles nommés correspondait.*; ! Eh bien, 
où en est-on parvenu? Qu’on lise, -dans les Elimons de Géométrie 
de Legendre, les arguraens les pluibréceus , et par conséquent, sui- 
vant toutes les probabilités, les plus parfaits, pour arriver à cett» 
démonstration, et l’on ne pourra s’empêcher de rire du combat vrai- 
ment puéril que l'auteur de cet ouvrage livre jrour ainsi dire à sa 
propre ombre, et sur-tout de la satisfaction où il se trouve d'être 
victorieux dans ce combat.. Nous sommes assurés qu'il n’y a pas un 
éleve entre les mains duquel on met ces Elément, qui ne conçoive 
quelque doute, et sur k sagacité de l’auteur, et , ce qui est pire, sur 
l’exactitudrdcla méthode géométrique, en voyant cet auteur persuadé 
et content d'avoir démontré la théorie des parallèles par un principe 
d'une évidence égale cl qylnie inférieure à celle de cette théorie elle- 
même. Voilà ce qu'on gagne à sortir des bornes fixées par la raison. 

Mais quoi ! si , -par une révolution inattendue, k Philosophie s'é- 
tait réellement élevée à la hauteur des sciences exactes, et même à 
la hauteur d'une science infaillible; si elle avait enfin réalisé son 
idéal sublime, en donnant la solution rigoureuse de tous les pro- 
blèmes proposes à la raison de l'homme, et si elle avait ainsi acquis 
ou légitimé le droit de donner des lois aux sciences; bien plus, si 
elle avait déjà réellement déduit les principes premiers de la science 
du géomètre, si elle avait déjà donné la législation de* Mathémati- 
ques, et qu'elle l'eût garantie par l'explication rigoureuse de toutes 
les difficultés, et sur-tout par ta découverte des lois fondamentales 
de cette science , lois qui doivent enfin conduire à la solution des 
grands problèmes qu’on n’a pu résoudre jusqu’à ce jour ! — Que res- 
lemit-il à faire aux géomètres? — Deux choses: l’une, en voulant se 
borner à leur propre science, de recevoir de la Philosophie les prin- 



( Digitized by Google 


PREMIER MEMOIRE. 


3ÿ 

cipes premiers 'et les lois fondamentales des Mathématiques; l'autre, 
en voulant remonter jusqu à ta source de ces connaissances, d'appro- 
fondir la Philosophie des Mathématiques, et, pour le faire mieux, 
d’étudier la Philosophie transcendantale qui est la base de cette 
«fcrnière. 

Dans cette supposition , nous devons exposer ici les résultats que 
la Philosophie dont il s'agit, a obtenus pour le Calcul différentiel, 
formant l’objet principal de cet opuscule. Les voici : 

Le Calcul différentiel, tel qu’il est connu depuis sa découverte, 
constitue un algorithme systématique primitif: il présente le» 
lois de la génération des quantités, et non les loi» des quantité» 
déjà produites ou déterminées. Comme telles, toutes les lois 
du Calcul différentiel sont d’une rtnrté absolue, et par con- 
séquent d’une ExxcriTU ok rigoureuse; ainsi, sans avoir besoin 
d'aucune condition , les géomètres peuvent s’y abandonner 
entièrement. 

D’après cet exposé, on voit , <T une part, toute la futilité des effort» 
des géomètres qui ont cherché & expliquer le Calcul différentiel , et 
de l’autre , toute l'étendue de l’erreur où ils ont été entraînés : on 
voit, en effet, que la méthode des limites, celle des dernières raisons 
des quantités évanouissantes, l'analyse par résidus, la théorie des 
fonctions et toutes les autres théories des dérivations , etc., etc., ne 
sont que des manières indirectes, et par conséquent fausses, d’envi- 
sager le Calcul différentiel. — 1 Encore uue fois, la déduction des 
principes de ce Calcul, est entièrement hors de la sphère des Mathé- 
matiques; et, sans parler d’autres inconvéniens, les géomètres ne 
peuvent que perdre leur tems et leur peine, en s’efforçant d’appro- 
fondir ces principes par des moyens purement mathématiques. 

C’est ici l'à- propos, en terminant ce Mémoire, de faire encore re- 

• 
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marquer l'inconvenance de cette imitation servile des géomètres an- 
ciens, d’éviter l’idée de l’infini et de ce qui en dépend; imitation qui 
paraît une loi de plusieurs géomètres modernes. — Les anciens, qui 
ne connaissaient pas même la nature des nombres dits irrationnels, 
qu’ils croyaient être des nombres imparfaits , et qui , par conséquent, 
n’avaient nulle idée d'une césés&tiok iNDÉrisis des nombres, étaient 
assez conséquens en excluant , de leurs recherches mathématiques, 
l'idée de l'infini et de tout ce qui paraissait impliquer cette idée; mais, 
depuis que Leibnitz a fait l'incomparable découverte de cette géné- 
ration indéfinie, et qu'il a démontré ainsi la possibilité de concevoir 
l'infini dans toutes ses déterminations idéales, et cela par le moyen 
de lois précises et rigoureusement logiques, le soin d’éviter l'idée de 
l'infini dans des recherches mathématiques, prouve incontestable- 
ment, outre une routine aveugle, une véritable ignorance de la signi- 
fication de cette idée. Et nous ne craignons pas d’avouer que nous 
croyons anticiper sur le jugement de la postérité en déclarant que, 
quelque grands que puissent être d'ailleurs les travaux de certains géo- 
mètres, le soin qu’ils mettent à imiter les anciens dans l’exclusion de 
l’idée de l’infini, prouve, d’une manière irréfragable, qu’ils ne sont 
pas à la hauteur à laquelle la science estportée depuis Leibnitz; puis- 
qu’ils évitent cette région élevée où se trouve le principe de la géné- 
ration des quantités, et par conséquent la véritable source des lois 
mathématiques , pour venir ramper dans la région des sens, la seule 
connue des géomètres anciens, où l'on ne trouve que le grossier 
mécanisme des calculs. 

Fia DU PREMIER MÉMOIRE. (*) 


(*) A l'exception de la conclusion , ce premier Mémoire cet nne copie fidèle de celui qui 
a été présenté à la Classe des Sciences de l'Institut, et dont l'original est resté dus les 
archives de ce Corps savent, . 
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SECOND MÉMOIRE. 


Insuffisance de la démonstration du Théorème de 
Taylor, tentée par M. Poisson. 


E 5 donnant, dans notre premier Mémoire, la réfutation de la 
Théorie des fonctions analytiques de Lagrange , nous avons fait voir 
que les depx principes sur lesquels cet illustre géomètre fonde sa 
Théorie, ne se trouvaient point démontrés par lui. Nous avons même 
avancé , en terminant l’examen de ces principes de la Théorie des 
fonctions, que, suivant nous, les géomètres ne connaissaient pas 
encore I’origibe et la nature des fonctions algorithmiques nommées 
séries ; et qu’il nous semblait que la déduction de ces fonctions , 
donnée dans notre Philosophie des Mathématiques , sous la marque 
(vin), page aay et précédentes, était la véritable déduction de la 
possibilité de développer une fonction, et en général de la possibilité 
des séries. Cette assertion se trouvait fondée , d’une part , sur la cer- 
titude de nos principes philosophiques, et de l'autre, sur la connais- 
sance approfondie du point où les geomètses avaient porté l’Algo- 
rithmie avant notre Philosophie des Mathématiques. 

Depuis la présentation de notre premier Mémoire k la Classe des 
Sciences de l’Institut impérial , quelques membres de ce Corps savant, 
en convenant de l'insuffisance de la démonstration de Lagrange, ont 
cru que M. Poisson avait donné une démonstration rigoureuse de 
la forme des séries , et nommément du théorème de Taylor, dans le 


SECOND MEMOIRE. 


44 

n° 3 de la Correspondance sur V Ecole impériale polytechnique (*). Ce 
fait, s’il avait pu être -vrai, nous aurait surpris, en ce que, dans 
l’état où se trouvait la science, M. Poisson eût pu connaître le prin- 
cipe du développement des fonctions, sur lequel repose évidemment 
la forme des séries. Nous étions convaincus d’avance que la démons- 
tration de ce jeune géomètre, considérée comme rigoureuse, ne 
pouvait être qu’un paralogisme. La lecture de cette pièce n'a fait que 
constater notre conviction ; et c’est à montrer que la démonstration 
de M. Poisson, de laquelle il est question, n’est qu’une pétition de 
principe , et même un cercle logique vicieux ( circulus in probandd), 
que nous destinons principalement ce second Mémoire, formant une 
suite à celui qui a pour objet la réfutation de la Théorie des fonctions 
analytiques de Lagrange. • 

L’esprit de la démonstration que M. Poisson donne du théorème 
de Taylor, consiste i° à supposer qu’une fonction f{x -t- h) peut être 
développée sous la forme 

f{x H- A) =:./>-+• ph a -t- qh h +■ rh‘ -+- etc. , 

o, b, c, etc. étant une suite croissante tTexposans indéterminés, el 

p, q,r, etc. une suite de fonctions de x; et a° à déterminer les expo- 
sans a, b, c, etc., ainsi que les fonctions p, q, r, etc. 

Or, en ne nous attachant ici qu’à la forme de la série, qui est pro- 
prement l’objet dont il est question, on voit, au premier abord, que 
la démonstration précédente n’est qu’une pétition de principe; comme 
on aurait pu déjà le découvrir par ce que nous avons dit dans notre 
premier Mémoire. En effet, la forme du développement 

/{x + A) =/» -4- ph a -t- qh b rh c -t- etc.. 


C) I.’auteur ne connaissait pas alors cet intéressant recueil. 
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est précisément l’objet essentiel 'hic nodus) de la proposition dont il 
s’agit: la généralité ou l’indétermination des exposans a, b, c, etc., 
ne diminue en rien ce qu’il y a de problématique dans l’importante 
question du développement de la fonction f(x~\~h). C'est précisément 
la transformation générale de cette fonction , en fonctions de puis- 
sances de la quantité h, qui est le grand objet dont il est question : 
il est, sinon indifférent, du moins d'une importance secondaire, de 
connaître la détermination particulière des exposans a, b, c, etc. des 
puissances de h; c’est de savoir en général que la fonction f[x -f- h) 
peut être développée ou transformée en fonctions de puissances de 
la quantité h, qui est l’objet principal dont il s’agit dans la question 
concernant la forme des séries. 

Mais, ce n'est pas tout. I.a démonstration de M. Poisson suppose 
de plus explicitement que les exposans a, b, c, etc. sont des nombres 
positifs. En effet, en supposant que le premier terme du développe- 
ment de la fonction f{x -H A)j soit/r, on suppose immédiatement et 
explicitement que les exposans a, b, c, etc. des puissances de h dans 
le développement, sont des nombres positifs ; car, la supposition de 
ce que le premier terme, ou le terme indépendant de A, soit fx, ne 
peut être fondée que sur la considération (Je ce que la fonction 
f(x-\- A) devient fx dans le cas de h —o, et que, dans ce cas , les 
termes du développement qui dépendent des puissances de A, de- 
viennent également zéro, c'est-à-dire que leurs exposans a, b, c, etc. 
sont positifs. — Ainsi, la démonstration de M. Poisson, de laquelle 
il s’agit, non seulement supposegratuitementqu 'une fonction/[x-t- A) 
peut être développée suivant les puissances de A; mais elle suppose 
de plus, et aussi gratuitement, que les exposans de ces puissances, 
sont des nombres positifs. Cette démonstration, considérée comme 
rigoureuse, n’est donc qu’une double pétition de principe. 

Ce n’est pas tout encore. Ce procédé par lequel M. Poisson deter 
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mine les exposons a, b, c, etc., exclut implicitement les exposans 
fractionnaires; «le manière que, dans le fait, la démonstration dont 
il est question , suppose que la fonction f(x-+- h) ne doit être déve- 
loppée que suivant les puissances positives et entières de h ; et alors 
la détermination des exposans a, b, c, etc. , en considérant la fonction 
f(x-{- h) dans toute sa généralité, ne peut donner évidemment, pour 
ces exposaus, autre chose que la suite des nombres naturels 1,2, 
3 , etc. , car on ne voit guère ce qu’elle pourrait donner autrement. 
Ainsi, la démonstration de M. Poisson implique déjà les valeurs 1, a, 
3 , etc. pour les exposans a, b, c, etc. ; et elle se trouve être une 
espèce de cercle logique vicieux. — Voici la preuve. 

Suivant la loi générale des séries, que nous avons donnée dans 
notre premier Mémoire, sous les marques (1) et (a), la fonction 
f(x-hh) peut être développée, non seulement suivant les puissances 
positives et entières de h, mais suivant les facultés progressives d’une 
fonction quelconque P h de h; c’est-à-dire qu'on a en général. . . (» 5 ) 

f[x H- A) = + A, . ph' t + At . «lA’lf - 4 - J-i . fA 3 l f -+- etc.; 

ph' 1*, fÀ’l-, etc. formant la suite progressive des facultés 

fA'l* =«pA 

4 /i 1 ^ — ?A . ÿ (A -t- {) 

çA’if = ph. p[h -+- . p(A -t- a£) 

#A‘lf = ?A.p(A + 4).*(A + ï|}.?(A-t-3£> 
etc., etc., 

dans lesquelles ( est uu accroissement arbitraire; et A A,, A , , 
Ai, etc. étant des fonctions de x , dont l’expression générale, pour 
l'iudice /*, est . . . (26) • 

y [A*fA . a’»A*^.a 3 »A > lf . . . afr*— 'V//e — 0 If ■ if/(r + A)] 

^ _ a'»A. A>A‘lf.û J #A J lf. . . . *> I* . 
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en observant de faire égal à { l'accroissement dont dépendent les 
différences A , et de donner, après avoir pris ces différences , à la 
variable h, la valeur qui résulte, pour cette quantité, de la relation 
pk=o. Or, dans le cas particulier où l'accroissement arbitraire { est 
supposé indéfiniment petit, et où par conséquent les facultés pro- 
gressives f h’M, pù’l', vh 3 ^, etc. deviennent de simple* puissances 
P h, pA 1 , pA J , etc., et les différences a de simples différentielles d, la 
forme générale (a 5 ) du développement de la fonction f[x h), se 
réduit à celle-ci . . . (117) 

+ A) = + A*. pA -+■ Ai . p A 1 -f -As . pA* -+- etc., 

les cocfficiens A„, A, , A^ , etc. ayant alors, pour expression générale, 
la formule . . . (a8) 

A _ CT frf'pA . rf»(p A)* . rf^pA) 1 ■ . . <r—' . J “f(x + 4 )] 

* _ «JpA.rf*(p A)'. </*(,*)* . .et {fhT ’ 

qui donne, pour les valeurs particulières de ces coefficiens, les quan- 
tités . . . (ag) 

A. = /(* + A) 

. _ iymx + A)] 

1 x . (rfpA) 

A — W[JpA. «/>/(..•+ A)] 

1 _ «.(i.a).(rfpA) , + * 

^ U7 [dçh . et* [çh 1 * . efi f(x -f- à)] 

5 “ ..(..a).(..i. 3 ).(rfpA) , + 1 + î 
^ [eiçh . et*{pKy* m efityh'j^ . d*f{x -f- A) ] 

4 _ 1 .(1. a) .(1.1.3) . (1 . 1.3.4) . (rfpA ) 1 + *■+• s + * 

etc., etc. 


On ne doit pas oublier que, dans ces expressions particulières, il 
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faut, comme dans l’expression générale (26), substituer à la place 
de la variable A, après avoir pris les différentielles, la quantité que 
donne la relation fh— o. 

Observons maintenant que la forme (27) du développement de la 
fonction f(x-‘r-h), qui est déjà un cas particulier de la forme géné- 
rale (a 5 ) du développement de celte fonction, procède suivant les 
puissances d'une fonction quelconque th de la quantité h; et par 
conséquent que la fonction f(x-i-h) peut généralement être déve- 
loppée ainsi. Donc, si l'on prend, pour la fonction génératrice fk, 
la puissance A", m étant un nombre quelconque, la fonction f(x-¥-h ) 
pourra généralement être développée suivant les puissances progres- 
sives A", A*" 1 , h , etc. d’une puissance quelconque A™, positive ou 
négative, entière ou fractionnaire, de la variable A; c’est-à-dire qu’on 
aura . . . ( 3 o) 

/(» + h) ” A m -4- Ai . h m + Ai . h*" 1 -t- Ai . h^ m -f- etc. , 

les coefficiens A c , A,, A,, etc. étant des fonctions de x, susceptibles 
d’une expression générale. En effet , l’expression de ces coefficiens 
dérive immédiatement de celle des quantités (29), dont elle est un 
cas particulier : ces coefficiens sont ... ( 3 i) 

A. =/(* + *) 

1 _ ..« 1(0 
_ v['ur .<?/(* +h)\ 

_ w [dh m . d‘h‘ lm ..^/(x + h)] 

J> ~ S. î). (</*") ' + » + 3 

_ ty [dh m . d'h 3 * ■ d * /(jr + h) ] 

* ~ i.(i.s).(i.a.3). (i.a.3-4). («/A") ' } * 

«te., etc.. 
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en ayant soin , après avoir pris les différentielles , de substituer, à la 
variable A, la valeur que donne la relation A" = o. Mais , pour en 
venir à la démonstration de M. Poisson, qui est ici notre objet, par- 
ticularisons davantage la forme (3o) du développement de la fonction 
f(x -H A) , en supposant que l'exposant m soit toujours positif. Alors, 
en appliquant , Aux expressions précédentes (3i) des coeffieiens A,, 
A„ Ai, etc. , le développement des sommes combinatoires or, sui- 
vant le procédé que nous avons indiqué dans notre premier Mémoire 
sous la marque (4), on obtiendra, pour les coeffieiens du développe- 
ment (3o) ainsi particularisé , les expressions suivantes . . . (3a) 
A.=f* 

h'— m 


j 4% — 


— 


j w . (g> 


j, = 


) .(l . a) . (mdh) ' 

t+tt, • | w • (é) ■ - 

- w • (ë) ■ v ^' hm - -A"] + 


i.(i.a) . (i.a.î) . (uirfi) 


-/« = • 


*(•—«)(■- l-* + 3H-4) 


• B f [<PA r " rf 5 A’"] 


X | (<«)• • • V [d'h m . Sh ' m . d 3 * 3 *) — 

- W • (jgï) ■ » l d ' h "' • rf’A’" • d 4 **"] -t- 
+ (dhf . (jgf) ■ IP [Ah m . d'h lm . Ah'"'} — 
— dh . (jjp) • IP (J* A" • £h xm • d*A 3 "] | 


rtc., elc.. 


y 
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en faisant h — o, après avoir pris les différentielles par rapport i 
cette quantité. Il est donc indubitable que, lorsqu’on ne considère 
que le procédé général du développement de la fonction f{x-k~h), 
c’est-à-dire la nature même de ce développement, en laissant indé- 
terminé l’exposant positif m de la puissance h m , suivant laquelle a 
lieu le développement, la fonction f(x-\-h) peut être développée 
par rapport à toutes les valeurs de m, entières et fractionnaires; car, % 
dans tous les cas, les coefficiens A, , A, , A^, etc. ont lieu réellement, 
et ont des expressions déterminées. Mais, lorsqu’on prend, pour 
l'exposant m, un nombre fractionnaire jj, on voit, par la forme 
même de ces' expressions, que, parmi les coefficiens A 0 , A ,, A„eic., 
il peut y en avoir qui deviennent zéro; et on peut facilement recon- 
naître que les coefficiens qui deviennent ainsi zéro, sont précisément 
ceux qui appartiennent aux termes du développement, affectés des 
puissances fractionnaires de h, et qu'il n’y a que les coefficiens ap- 
partenant aux termes affectés des puissances entières de h, qui se 
trouvent recevoir des valeurs différentes de zéro. Ainsi, en considé- 
rant le développement de la fonction f{x-\-h) dans son résultat 
numérique , il est vrai qu’il ne contiendra que des puissances en- 
tières de h; mais cette circonstance particulière est purement con- 
tingente , et ne tient nullement, d'une manière nécessaire, à la nature 
même du développement delà fonction f(x-+-h). Cette circonstance 
accidentelle est occasionnée par la pluralité des valeurs d’une puis- 
sance fractionnaire. En effjjt , si l’on prend, pour l’exposant m, le 
nombre fractionnaire le développement(3o)de la fonction/Tx-f-A), 
étant ordonné par rapport aux puissances fractionnaires, aurait la 
forme . . . (33) 

» » J • »— I 

/(* + A) = N. + -t- N J . V. A * ; 

les coefficiens 7V 0 , N, , Rf, , etc. étant des quantités composées visi- 
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bleraent des puissances entières de h, de la manière suivante : 

=: -f *,A H- «jA 1 4- «jA 3 4- etc. 

y, = go 4- A, A 4- S, A» 4- M» ■+■ e«v 

/v, =r y „ 4- ri A 4- y. A» 4- V} A 1 4- etc. 

etc. , etc. i 

et les coefficiens «, s, y, etc. étant ici des fonctions de jr. Or, chacune 

I t 5 « — » 

des puissances fractionnaires A", A", A*, ... A * , ayant n valeurs dif- 
férentes, le développement (33) donnerait n"~‘ valeurs différente* 
pour la foncliou si les coefficiens /V, , N,, Ni, etc., et par 
conséquent les coefficiens partiels A., A, , A, , etc. , y., r, , y,, etc., ne 
se trouvaient pas être zéro. — C'est là la raison de ce que , dans le 
développement (3o) de la fonction f(x 4 - A) , les coefficiens qui ap- 
partiennent aux termes affectés des puissances fractionnaires de A, 
devienneÜ zéro ; et l’on voit que cette circonstance est tout-à-fait 
contingente, et n’entre nullement dans la nature même du dévelop- 
pement dont il s'agit, pareeque les coefficiens, qui deviennent ici 
occasionnellement égaux à zéro, ont lieu réellement, et ont des ex- 
pressions déterminées, celles que nous avons données sous la marque 
(3a). Ainsi, en considérant le développement de la fonction /"(jr-t-A) 
dans son principe en général , il esterai de dire que celte fonction 

I 1 î 

peutètre développée suivant les puissances progressives A", A", h', etc. 

1 , 

d’une puissance fractionnaire A’ de fa variable A; quoiqu’en parti- 
culier, dans son résultat numérique, les exposans des termes affec- 
tés des puissances fractionnaires de A, deviennent accidentellement 
zéro. 

Or, pour en revenir à la démonstration de M. Poisson, qui est l’objet 
dont il s'agit, et pour avoir la prepve de ce que cette démonstration 
implique un cercle logique vicieux, preuve qu'il nous reste à donner, 


I 
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observons que, dans la forme de développement , supposée gratuite- 
ment par M. Poisson, savoir, 

/(* + Â) = fx + ph a + çA 4 + rft e + «te. , 

ce géomètre suppose encore que les quantités/», q, r, etc. ne peuvent 
point être zéro; supposition qui, d’après ce que nous venons de dire 
sur la nature et le principe même du développement de la fonction 
f(x -+- U) , implique évidemment la condition de ce que les exposans 
a, b,Cj etc. sont des nombres entiers. En effet, pour déterminer 
d’abord l'exposant a, M. Poisson arrive à l’équation 


de laquelle il tire 


i °h a p = ih‘p, 


a = a, on a = j; 


ce qui implique la supposition que p ne peut être zéro^Ensuite , 
pour déterminer les autres exposans b, c, d, etc., M. Poisson arrive 
aux équations 

tçA 4- 1 = P h, crh 0 -' = 9 A 4 , dth 4 -' = r A”, «tc. f 

desquelles il tire 


ou bien 


b — i ~ i, c — i b, d — > = c. 


e = 3 , *. ‘ d = b. 


ce qui implique encore la supposition que les quantités q, r, etc. , 
et les quantités analogues />’, q\ è, etc. ne peuvent cire zéro. Or, 
suivant ce que nous venons de voir de la nature générale des séries, 
ou d|f développemens des fonctions, il est évident que la supposition 
de ce que les coefficiens p, q, r , etc. ne peuvent être zéro, implique 
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nécessairement la condition que les exposans a, b, r, rte. sont des 
nombres entiers. Donc, etc. 

Ainsi , il est vrai qu’outre la double pétition de principe que con- 
tient explicitement la supposition 

f[x -r A) = fx 4- ph“ 4- qh b 4- rft 4- elc. , 

de laquelle part M. Poisson dans sa démonstration , le procédé tle 
cette démonstration contient de plus implicitement la condition de 
ce que les exposans a, b, c, etc. sont des nombres entiers; de manière 
que la démonstration de M. Poisson est non seulement une pétition 
de principe , mais qu’elle est de plus une espèce de cercle logique 
vicieux ( circulas in probando) ; en un mot, un paralogisme, comme 
nous l'avons prévu avant de connaître cette démonstration, et comme 
nous nous sommes proposé de le démontrer dans ce Mémoire. (* (**) ) 

Nous serions fâchés si l’on supposait que nous voulions attribuer 
personnellement à M. Poisson , ce vice de sa démonstration : nous 
ne voudrions pas décourager ce jeune géomètre, et nous ne pouvons 
prouver mieux l'espoir que nous concevons de ses travaux à venir, 
qu’en nous occupant ici (“*) de l’examen de sa démonstration, qu’on 


(*) Le cercle logique, impliqué dans la démon»! ration de M. Poisson, est un vice 
iccuioiii de cette démonstration; et il ne saurait être reconnu que par une logique 
supérieure. Le vice principal et ceossikr de cette démonstration , qui entraîne avec lui 
le cercle logique dont il s’agit , c'est la pétition de principe, consistant à supposer qu’une 
fonction f{* -4- A) peut être développée en série, c'est-à-dire , transformée en une suite 
de termes, qui procède par rapport à certaines puissances h a , h b , A c , etc. de la variable A. 
—"Nous en faisons ici expressément la remarque, pour que, suivant l'habitude ou autres 
dispositions, on ne se trompe pas de prendre pour principal ce qui n'est qu’accessoire, 
ainsi qu’on vient de nous en donner un exemple dans le Rapport de l’Institut. — IS’otf 
qj&tfée pendant Vimpretsion de r ouvrage. 

(**) Dans un ouvrage concernant Lagrange. 
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nous a présentée comme rigoureuse. Le vice île la démonstration de 
M. Poisson, tient à l’état peu avancé où se trouvent encore les sciences 
mathématiques, et sur-tout à la tendance superficielle qu’on découvre 
dans les recherches de certains mathématiciens : nous ne doutons 
nullement que, si ce jeune et déjà habile géomètre n’avait pas tra- 
vaillé sous l’influence d'une Philosophie matérialiste, la plus grossière 
et la plus ignare qu’on ait encore imaginée, il ne se serait pas con- 
tenté de rester à la superficie palpable de sa question ; il en aurait 
approfondi le principe, comme on vient de le faire dans ce Mémoire. 


Pour faire mieux sentir aux mathématiciens la vérité de l’assertion 
que nous venons de faire de l’état peu avancé où se trouve la science, 
nous nous contenterons ici de leur prouver, ainsi que nous l’avons 
déjà avancé dans notre premier Mémoire, qu'ils (*) ne connaissent 
pas encore l oRicisHet la sature des fonctions importantes nommées 
séries; de ces fonctions qui font toute la gloire des Mathématiques 
modernes, sur-tout dans leur application aux questions physico- 
mathématiques. Nous croyons que cette preuve sera donnée, si nous 
montrons que la supposition générale 

/(j - -f A) ~ /r -t- ph* + tjh^ -f rh c -f- etc. , 

de laquelle est parti M. Poissou dans sa démonstration , est tout-à- 
4 fait gratuite ou sans fondement daus l’état actuel de la science, et 
par conséquent une simple pétition de principe, en faisant même 
abstraction de la valeur positive des exposans a, b, c , etc., requise 
par la supposition de ce que le premier terme est fx , c’est-à-dire, en 


(*) On s'adresse ici principalement au* géomètres sectateurs de la Théorie do» Fonc- 
tions analytiques. 
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donnant même au développement de la fonction h) la forme 

plus générale . . . (34) 

f[* + A) — { 4- ph n 4- 7 / 1 * 4- fh c 4- etc, , 

dans laquelle { désigne une fonction indéterminée de x. En effet, 
s'il est vrai que la forme du développement | -4- ph° •+• qh b -t- etc. 
n’est nullement identique avec la fonction f(x-+-h) elle-même, du 
moins en général, et s’il est vrai de plus que les mathématiciens ne 
connaissent pas encore la raison de cette équivalence générale de la 
forme en question { -+- ph‘ qh h -t- etc. avec la fonction f(x-+- h) , 

c’est-à-dire , si , dans l’état actuel de la science, ils ne peuvent donner 
une démonstration de l’équivalence générale (34), ils sont obligés 
d’avouer qu’ils ne connaissent pas encore le principe des fonctions 
algorithmiques qui résultent de cette transformation de la fonction 
/■(x-t -h), et par conséquent qu’ils ne connaissent pas encore l’origine 
et la nature des séries. 

Or, pour ce qui concerne d’abord l’identité hypothétique de la 
fonction f\x-h h) avec son développement { - 4 - ph a - 1 - qh i -t- etc. , 
personne sans doute ne sera tenté de l’admettre ; il suffit d'avoir la 
connaissance ordinaire des séries, celle qu’on a de leur emploi, pour 
savoir qu’il y a une différence essentielle entre le développement 
d’une fonction et dette fonction elle-même. Le développement de la 
fonction ou la série , est composé d’un nombre indéfini de termes , 
tandis que la fonction n*en a qu’un nombre défini ; de plus, l'algo- 
rithme principal de la série est l’alldition ou la soustraction , tandis 
que l’algorithme principal de la fonction développée en série, porte 
généralement sur des puissances et des racines. Mais, pour ôter jus- 
qu'à la possibilité de l'erreur qu’on pourrait faire à cet égard , nous 
allons détruire la seule illusion qui peut l’occasionner. — On ne pour- 
rait évidemment considérer comme identiques les deux membres 
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de la relation (34) > c'est-à-dire , la fonction f(x-^-h) et la séné 
( ph‘ -I- qh h -t- etc. qui en est le développement, qu'autant qu’on 
admettrait une quantité sous-entendue qui, en complétant la série , 
rendrait possible l'identité en question. Soit H cette quantité sous- 
entendue; de sorte que, suivant cette supposition , on aurait pro- 
prement . . . (35) 

* 

/(x -4- A) — (| -4- ph a -4- + rh c +■ «te.) -4- R> 


Il n'y a nul doute qu’on ne puisse concevoir une telle transformation 
de la fonction mais alors le nombre des termes de la suite 

-H ?/»*-(- etc.), quelque grand qu'on veuille le supposer, 
doit nécessairement être fini et déterminé. Or, la propriété caracté- 
ristique des séries, du moins en ce qui concerne leur forme, est que 
le nombre de leurs termes est nécessairement indéfini. Ainsi, la suite , 


(| -t- ph a -t- qh b -4- rtf -4- «te.) 

• * 

qui, dans la relation (35), formerait une partie de la transformation 
de la fonction /"(x-t- h)', ne saurait être une véritable série, dans la 
signification propre de celte fonction algorithmique : cette suite serait 
un agrégat défini de termes, qui n’aurait rien de commun avec la 
nature des séries. Pour bien sentir la force de cet argument , il faut 
que les géomètres se pénètrent de la vérité que 1.1 forme essentielle 
des fonctions algorithmiques nommées séries, est d'avoir un nombre 
indéfini de termes. C’est sur cette propriété des séries que se fonde 
la possibilité d'employer ces fonctions dans toute leur généralité, 
comme convergentes ou comme divergentes, sans avoir besoin de les 
compléter par aucune quantité accessoire; en effet , pour employer 
ces fonctions dans l'Algorithmie , il suffit, dans tous les cas, de 
tenir compte du nombre indéfini de leurs termes : c'est là une vérité 
connue de tous les géomètres. Qu’on ne s’imagine point que, lorsqu’on 
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emploie ainsi les fonctions dites séries, on néglige la quantité com- 
plémentaire R dont il s’agit ci-dessus dans la relation hypothétique 
(35), par la raison que celle quantité R est sensiblement zéro, lors- 
que la série devient convergente ; car, nous venons de dire qu’on 
peut employer les séries dans toute leur généralité , c'est-à-dire , 
comme convergentes et comme divergentes. C’est précisément dans 
cette généralité de la signification des séries, au moyen du nombre 
indéfini de leurs termes, que se manifeste principalement leur nature. 
Il faut bien reconnaître cette signification ; il faut être assuré que 
les séries, prises dans leur généralité, comme convergentes et comme 
divergentes, ont une signification déterminée, c’est-à-dire qu’elles 
sont, par elles-mêmes, sans le secours d’aucune quantité sous-en- 
tendue et complémentaire, les expressions d’une génération complète 
des quantités algorithmiques, pourvu que l’on considère les séries 
dans le nombre indéfini de leurs termes. Sans cette connaissance, on 
ne peut se flatter d’avoir acquis une idée exacte de ces fonctions, 
ainsi que flous allons le prouver. — Lorsqu’on supposerait que les 
séries, prises dans leur généralité, comme convergentes et diver- 
gentes, n’ont de signification qu’au moyen de la quantité complé- 
mentaire R qui y est sous-entendue, e’est-à-dire, lorsqu’on suppose- 
rait qu’on a toujours tacitement 

/ (•» -t- A) " (£ 4- ph a qh!’ 4- rh e 4- etc.) 4- R , 

on prouverait n'avoir pas réfléchi sur la nature des séries. En effet, 
en admettant que la série précédente { -t- ph n -+- qh 6 - 4 - etc. n’a une 
signification générale qu’au moyen de la quantité complémentaire R 
qui y est sous-entendue, on admettrait, par cela même, que la 
quantité £ et les cocfficiens p, q, r, etc. , qui entrent dans la forma- 
tion.de la série , sont arbitraires ; car, quelles que seraient ces quan- 
tités, on pourrait toujours concevoir la quantité complémentaire R, 
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et même son expression générale, telles qu'au moyeu de celte quan- 
tité complémentaire sous-entendue, la série se trouverait équivalente 
à la fonction flx- 1~ h). Par exempte, si les exposans a, b, c, etc. 
des termes du développement, formaient la suite des nombres natu- 
rels i, a, 3, etc., on pourrait, suivant l'hypothèse précédente, ex- 
primer la fonction /(x -H A) par une série quelconque . . . (36) 

~ A a -4- A, . h 4- A-} . À 3 -f- Ai . AS 4- etc., 

les coeHicirns A c , A, , A,, etc. étant des quantités arbitraires, pourvu 
qu’on sous-entende une quantité complémentaire générale Zip, qui 
rendrait cette série équivalente à la fonction /(x-t-A); et en effet» 
on aurait, pour cette quantité complémentaire, les valeurs 

R t — X v r 4“ A) -— A a , 

R, = f{x 4- h) — A a — A, Ai, 

Ri “/(x + t) — A a -— A,, h — . A 5 , 

clc. , fie. , # 

suivant qu’on employerait un, deux, trois, etc. termes de la série, 
et l'on pourrait même former, pour la quantité Zip, une expression 
générale, en proaanl,.pour les coefficiens A a , A , , A„ etc., une suite 
arbitraire de quantités. Or, ce n’est là nullement le casdes séries pro- 
prement dites: dans ces fonctions, les coefficiens A„, A,, A,,c te. qui 
entrent dans le développement (36) de la fonction f x- f- A), sont nus 
quantités déterminées et nxrs ; et par conséquent, elles ne supposent 
aucune quantité complémentaire de la série. C'est cette conclusion 
que les géomètres doivent méditer, pour en tirer immédiatement la 
conclusiou définitive que les séries , prises dans toute leur généralité , 
comme convergentes et divergentes, ont, pas elles-mêmes , dans le 
nombre indéjini de leurs termes, et sans le secours d'aucune quantité 
complémentaire, une signification déterminée; c’est-à-dire qu’en con- 
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sidérant cps fonctions dans le nombre indéfini de leurs termes, elles 
donnent , par elles-mêmes , les valeurs des quantités dont elles sont 
les développe me n s. 

Or, comme telles, les séries ne sont certainement pas identiques 
avec les fonctions dont elles donnent les valeurs. Elles forment donc 

une ESPÈCE PARTICULIÈRE UE GÉNÉRATION UES QUANTITÉS ALGORITHMIQUES. 

— C’est là le point philosophique de l'importante question des séries; 
et c’est ce point que, suivant nous, les géomètres n’ont pas encore 
atteint, dans l'état où se trouve la science. 

Par exemple, si nous désignons par x la quantité que donne la 

fonction (x - 4 - /i)“, et si, de plus, nous développons cette fonction 
suivant la loi générale des séries, telle que nous l’avons présentée 
dans le premier Mémoire sous les marques (i) et (a), et dans celui-ci, 
sous les marques (a 5 ) et (26), nous aurons, pour la quantité x, la 
double génération . . . (37) 

1 

X = (j- -+- A) » 

X — Ao -+~ .Èi . fà 1 b -f- Ai . -f- Ai , Qh -t- etc. 

Ces deux générations de la quantité s , forment deux espèces diffé* 
rentes, et sont essentiellement hétérogènes: la première, qui est 
définie, donne, pour ainsi dire, l’existence ou letat absolu de la 
quantité x; l’autre, qui est indéfinie, n’en donne que la valeur, ou 
la relation avec une fonction prise pour mesure, qui est une fonction 
quelconque f h de la variable h. Toute autre expression de la quan* 
tité s, ou toute autre génération de cette quantité, est nécessaire- 
ment identique avec l’une des deux expressions primitives (37) de 
cette quantité, et l’on pourra toujours la ramener à l'une de ces 
dernières; mais les deux expressions (37), ou les générations cor» 
respondantes , sont essentiellement différentes, et il n’y a nul 
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moyen de les ramener l’une à l'autre , ou d’en dériver l’une de 
l’autre. (*) 

Ainsi, vu celle hétérogénéité entre la génération algorithmique 
que préseule une fonction définie, et la génération algorithmique 
de la même quantité au moyeu d’une série , qui en est le dévelop- 
pement indéfini, ou conçoit qu’il doit exister un principe qui lie ces 
deux espèces «le génération d’une quantité, un principe qui sert de 
fondement à la transformation d’une fonction en série. C’est ce 
principe qu’il faut connaître pour avoir la raison de l'équivalence 
géuéiale d'une fonction avec la série qui en est le développement ; et 
c’est précisément ce principe que les géomètres ne connaissent pas 
encore, dans l’état actuel de la science (**). Qu’on nous montre en 
effet, si l’on peut, comment il est possible que deux modes essen- 
tiellement différens de génération, tels que le sont celui d’une fonc- 
tion algorithmique et celui de son développement en série, coïn- 
cident, d’une manière générale, pour toutes les valeurs «le la variable, 
dans la production d’une même quantité. Ce problème fondamental 

(•) Il existe donc deux espèces essentiellement hétérogènes de génération des quantités 
algorithmiques, et il n’en existe que deux : l’une qui donne la construction ou la nature 
de ccs quantités; l’autre qui donne leur évaluation ou leur mesure : l’une absolue , cons- 
tituant l’existence même des quantités; l'autre relative , constituant leur comparaison 
avec d’autres quantités prises pour mesure. De là vient que tout ce que peut contenir 
la science de l'Algorithmie, se réduit à ces deux espèces de génération des quantités; et 
c’est là la division en Thcosic et en Technic de l'Algoritlmiic , que nous avons présentée 
dans notre Philosophie des Mathématiques : la Théorie de l'Algorithmie a pour objet la 
génération absolue des quantités, c’est-à-dire, celle qui donne leur construction ou leur 
nature ; la Tcchnie de l'Algorithmie a pour objet la génération relative des quantités, 
c’cst à dire, celle qui dunne leur évaluation ou leur mesure. 

(**) Nous avons indiqué ce principe dans notre Philosophie des Mathématiques, en 
«iounaut la déduction de 1a forme générale des séries (p«ge$.aa7 et précédentes). 
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pour la question des séries, n’a pas encore été résolu; bien moins, 
les géomètres ne sont pas encore arrivés jusqu’à le concevoir, parce- 
qu’ils ne distinguent pas encore l'espèce particulière de génération 
algorithmique que présentent les séries. Delà vient qu’ils confondent 
généralement la fonction développée et sou développement ; de là 
vient nommément que M. Poisson, pour donner la démonstration 
du théorème de Taylor, part de la supposition gratuite 

/"(x-t-A) — fx J »/,“ -+- qh? -t- rh c etc., 

en confondant la fonction /Vx -4- A) avec la série _/r-t-/j>A‘’-f-ç/i 5 -f-etc. 
qui en est le développement. C’est là le défaut principal de la démons- 
tration deM. Poisson, qui est l'objet de ce Mémoire": nous avons vu, 
en effet,' qu'il existe une hétérogénéité essentielle entre la génération 
absolue d'une fonction, par laquelle une quantité algorithmique se 
trouve donnée ou construite, et la génération relative de son déve- 
loppement, par laquelle celle quantité se trouve comparée à une 
autre, c’est-à-dire évaluée; de sorte que, loin de pouvoir confondre 
ces deux générations, on ne saurait même pas les dériver l’une de 
l’autre. — Nous devons ajouter ici que le problème le plus difficile, 
et en même tems le plus important, de toute l’Algorithmie , était, 
sans contredit, la déterminationfliu principe qui lie les deux espèces 
de génération dont il est question, et qui donne ainsi la raison de 
leur équivalence générale : ceux qui auront compris ce que nous 
disons dans 8e Mémoire, n'auront pas de difficulté à sentir la vérité 
de cette assertion. 

Nous conclurons donc, d’abord en particulier, que la supposition 

/(x-t-A) =/x -t- ph° -f- jA* rh c -t- etc., 

de laquelle M. Poisson est parti dans sa démonstration du théorème 
de Taylor, est toul-à-fait gratuite ou sans fondement, c’est-à-dire que 
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c’cst une véritable pétition de principe; et nous conclurons de plus 
en général que, dans l’état actuel de la science, les géomètres ne 
eounaissent pas encore l'omcise et la hatcre des séries. (*) 

Il nous reste à profiter de celte occasion pour donner quelques 
développemens de plus sur f objet principal auquel sont destinés ces 
Mémoires, savoir, la réfutation de la Théorie des fonctions analy- 
tiques de Lagrange. Ces développemens, que nous croyions d’abord 
inutiles, nous paraissent aujourd’hui nécessaires; en effet, on nous 
a présenté la démonstration de M. Poisson comme pouvant répondre, 
par sa rigueur, aux objections que nous avons faites, dans notre 
premier Mémoire, à la démonstration que Lagrange a voulu donner 
de la forme des séries, dans la Théorie dont il s'agit, et l’on 
croyait nous faire une réponse essentielle. Cette circonsta/ice prouve, 
avec évidence, qu’on n’a pas encore saisi le vrai point de notre réfu- 
tation. Nous avons, il est vrai, examiné aussi et rejeté la démonstra- 
tion de Lagrange concernant la forme des séries; mais ce n’est point 
en cela que consiste notre réfutation de la Théorie des fonctions: 
• l’examen critique de cette démonstration de Lagrange, est tout-à-fait 
accessoire à la réfutation même dafla Théorie en question , comme 
ou va le voir dans les développemens suivans. 

D’abord, il est vrai que la démonstration que Lagrange donne do 
la forme des séries, savoir, de la relation d'égalité . . . (38) 

/(j + 1) = A -f- iît + Ci* -f- Dé -f- etc., ^ 

u’esl point exacte. Les raisons que nous avons alléguées dans notre 
premier Mémoire, le prouvent suffisamment; et ce que nous venons 

(*} Lrs géomètres or connaissent encore que V emploi ou Y usage des séries. 
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de dire, lia ns ce Mémoire-ci, concernant la forme des séries*, laisse 
■voir jusqu'au principe duquel dérivent les raisons que nous avons 
alléguées contre la démonstration de Lagrange, de laquelle nous 
parlons. Mais, ce n'est nullement dans ce défaut de la démonstration 
de Lagrange, que consiste le vice grossirr«de la Théorie des fonctions 
analytiques. Ce défaut de la démonstration de la forme des séries, 
n’a d’autre résultat que celui de laisser la Théorie (Jps fonctions dans 
une certitude purement problématique, quand même cette Théorie 
serait vraie réellement; en effet, la Théorie en question portant 
essentiellement sur les fonctions algorithmiques nommées séries, 
ne pourrait avoir une certitude complète, une certitude apodiclique, 
tant que la forme des séries ne se trouverait pas démontrée: elle ne 
pourrait avoir, pour elle, qu’une simple vraisemblance qui lui vien- 
drait de la connaissance imparfaite- que l’on a à posteriori des séries. 
La conclusion immédiate que présente cet état précaire de la Théorie 
des fonctions, serait que cette Théorie ne peut servir à nous donner 
l’explication du Calcul différentiel , du moins dans l’état actuel de la 
science; pareeque le Calcul différentiel, qui est vrai réellement, 
jouit d’une certitude éminemment apodictique. Ainsi, déjà dans ses 
fondemens, la Théorie des fonctions se trouve manquer d’un appui 
suffisant pour soutenir la haute destination qu’on a voulu lui don- 
ner en la constituant Métaphysique du Calcul dijfétvntiel ; et l’on a 
vu, dans ce Mémoire, que le paralogisme de la démonstration de 
M. Poisson, pour la forme des séries, n’est nullement propre à donner 
quelque considération à la Théorie des fonctions. 

Mais, avant de développer ici en quoi consiste proprement notre 
réfutation de la Théorie en question, nous devons encore tirer une 
conclusion préparatoire, de la preuve que nous avons donnée ci- 
dessus dê ce que, dans l’état actuel de la science , les géomètres ite 
connaissent pas encore le principe des séries. Cette conclusion servirai 
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à- nous former, par anticipation, une idée de la nullité, du moins 
provisoire, deja Théorie des fonctions. La voici. 

Quand même on parviendrait à légitimer à priori la forme des 
séries, ou à donner une démonstration rigoureuse de la relation 
générale d’égalité ( 38 ) . 

f{x 4- 1 ) = fx + Ai 4- JBi 1 4- Ci i 4- etc. , 

s'il est vrai fju’on ne connaît pas encore le principe des fonctions 
nommées séries, on n'aurait aucune idée de l’origine des coefficiens 
si , B , C, etc. qui entrent dans la formation de ces fonctions. En 
effet, si l’on ne sait pas en quoi consiste l’espèce particulière de gé- 
nération algorithmique que présente la série A -+- Bi -+- Ci i 4- etc. , 
et nommément en quoi consiste le principe de cette génération, qui 
établit l’équivalence générale entre la quantité donnée par la fonction 
/(x-t-i), et celle que donne la série A -\-Bi-\-Ci-\-cic., on ne peut 
certainement avoir aucune idée de l’origine des quantités^, B, C, etc. 
formant les coefficiens de la série. Or, il est incontestable, suivant 
ce que nous avons prouvé plus haut, que, dans l’état actuel de la 
science, les géomètres ne connaissent pas encore le principe de la 
génération des séries , celui que nous venons d’indiquer ; il est donc 
également incontestable qu'ils n’ont aucune idée de l’origine des 
coefficiens A, B, C, etc. qui entrent dans la formation des séries (*). 
Mais, c’est sur,,ces coefficiens que porte manifestement tout l’esprit 
de la Théorie des fonctions analytiques; donc, cette Théorie ellc- 
inêine n’est qu’un procédé aveugle, un artifice en quelque sorte 


(•) Ce que le» géomètre» connaissent de» coefficiens.^, B, C, etc., c'est leur détermi- 
nation, donnée en général par le théorème de Taylor, ou par d'autres procédés indirect» 
qui tous reviennent à ce théorème. Mais, il» ne connaissent nullement le ptincipe d* 
cette détermination, ainsi que nous venons de le prouver. 
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mécanique, qui, loin de pouvoir servir d'explication à une autre 
opération algorithmique, au Calcul différentiel, a besoin lui-même 
d une explication, jusque dans ses principes. La Théorie des fonctions 
analytiques est donc, dans l'état actuel de la science, un procédé 
algorithmique dont les géomètres ne connaissent nullement la nature; 
et, comme elle tient au problème fonda mental de toute l’Algorithmie, 
c’est-à-dire, à l'identité qui se trouve entre les deux espèces possibles 
et hétérogènes de la génération d'une quantité (*), cette Théorie pa- 
rait même impliquer quelque chose de mystique. Ainsi, en considé- 
rant laThéoriedes fonctions analytiques comme étant la Métaphysique 
du Calcul différentiel, on prend une espèce de mystère algorithmique 
pour le flambeau avec lequel ou veut éclairer une partie de l’Algo- 
rithmie, qui, par elle-même, est brillante d'évidence. 

Procédons maintenant aux développemens qui doivent montrer 
en quoi consiste notre réfutation de la Théorie des fonctions analy- 
tiques de Lagrange, et en général de toutes les Théories des dériva- 
tions ; réfutation dont il parait qu’on n’a pas encore saisi le vrai 
point. — Nous venons de voir, d'abord , que la Théorie de Lagrange 
ne peut servir d’explication au Calcul différentiel, parcequ’elle n’a, 
jusqu’à ce j»ur, qu’une certitude problématique, la forme des séries 
n'étant pas encore démontrée; et ensuite que, quand même on 
donnerait une démonstration de la forme des séries, celte Théorie 
ne pourrait cependant pas présenter la Métaphysique du Calcul dif- 
férentiel , parceqne l’origine des coeffieiens qui entrent dans la for- 
mation des séries, est entièrement inconnue aux géomètres dans 
l'état actuel de la science. Mais, ce n’est point là la réfutation essentielle 
de la Théorie des fonctions : en effet, puisqu’il est vrai que les séries 


(*) Lu génération absolue ou théorique qui constitue la fonction ./*(■*• -4- /), et la généra- 
tion relative ou technique qui constitue son développement ou laséric A 4 - Di H-£7 a 4- etc. 
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existent , on pourra donner une démonstration rigoureuse de leur 
forme, et s’élever à une connaissance exacte de l'origine des coeffi- 
ciens, l'un et l’antre en suivant la déduction que, dans la Philo- 
sophie des Mathématiques, nous avons donnée de la génération de 
ces fonctions; et alors, la Théorie de Lagrange se trouvant légitimée, 
pourrait, s’il n'y avait d’autres raisons, prétendre au rang de Méta- 
physique du Calcul différentiel. Ce n’est donc point dans ces défauts 
accessoires, dépendans de l’état peu avancé de la science, que con- 
sistent les raisons de la nullité de la Théorie de Lagrange, considérée 
comme Métaphysique du Calcul différentiel; et par conséquent, ce 
n'est point l’exposition de ces défauts qui constitue la réfutation 
essentielle de celte Théorie. Aussi, pour écarter tout mal-entendu à 
cet égard, nous déclarons expressément: 

i°) que nous supposons exacte la démonstration que Lagrange- 
donne de la forme des séries (*), ou toute autre démonstra- 
tion qu’on pourrait en donner; 

a°) que nous supposons, de plus, que les géomètres connaissent 
le principe des séries, et par conséquent l'origine des coeffi- 
.ciens qui entrent dans la formation de ces fonctioAs. 

C’est outre ces défauts, très graves à la vérité, mais qui au fond ne 
sont qu’accessoires, que le point de vue de la Théorie des fonctions 
de Lagrange, et en général de toutes les Théories des dérivations, est 
absolument faux; et cela par lui-même, ou par l’essence même de 
ces théories. En effet, l'essence dos Théories ep question consiste à 
supposer que les coefficiens du développement d'une fonction , con- 


(*) Les Jeu* principes que, dans notre premier Mémoire, nous avons examinés sous 
les marques (7) et [8). 
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tiennent les principes et par conséquent la signification des différen- 
tielles de cette fonction ; et c’est cette supposition, tenant à l’essence 
des Théories dont il s'agit, qui est absolument fausse. Loin de con- 
tenir les principes et la-significationdes différentielles d’uue fonction, 
les coefficiens du développement de cette fonction ont au contraire 
eux-mêmes leurs princijtes et leur signification dans ces différentielles. 
C’est k prouver cette vérité fondamentale que se réduit notre réfuta- 
tion de la Théorie des fonctions analytiques de Lagrange, et de toutes 
les Théories des dérivations en général; et c’est cette réfutation que, 
dans notre premier Mémoire , nous avons eu l’honneur de présenter 
à l’Institut impérial de France. — Voici le développement des momens 
de cette preuve essentielle. 

Suivant la loi générale des séries, que nous avons donnée dans 
notre premier Mémoire sons les marques (1) et (3), et que nous 
avons reproduite dans cé Mémoire-ci sous les marques (n 5 ) et (aG), 
une fonction F(x -t- i) peut être développée, non seulement suivant 
les puissances progressives et entières de i, mais en général , suivant 
les facultés progressives d’une fonction quelconque fi de la variable 

et si , selon l’usage, on désigne par F'x, F"x, F"’x, etc. les coef- 
ficiens A,, A,, A-,, etc. qui entrent dans ce développement, on 
aura . . . (39) 

-i) =r F(x+j) A- F'x. -t- F"x. fi*W -t- F"*. 4- etc., 

{ étant toujours un accroissement arbitraire pour former les facultés 
progressives fi fi pi 3 I’', etc. ,-et j la quantité que donne, pour/, 

la relation pi= o. Or, les coefficiens F'x , F"x , F"'x, etc. sont évi- 
demment , dans leur plus grande généralité, les quantités que, dans 
les différentes théories des dérivations, faites ou à faire, on appelle 
ou on aurait appelées fonctions dérivées, prime, seconde, tierce, etc., 
de la fonction primitive Fx. Il s'agit donc de savoir si ce sont les 
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quantités F'x, F"x, F'"x, etc. qui contiennent la signification de* 
différentielles de la fonction Fx, ou réciproquement, si ce sont les 
différentielles de la fonction Fx, qui contiennent la signification des 
coefficiens F'x, F ".r , F'"x, etc. : dans le premier cas, la Théorie des 
fonctions de Lagrange, et en général les Théories des dérivations, 
seraient vraies, et constitueraient le procédé algorithmique primitif, 
dont le Calcul différentiel ne serait qu’une transformation acciden- 
telle, considérée sons un faux point de vue; dans le second cas, le» 
Théories des dérivations, et nommément celle de Lagrange, seraient 
fausses, u’étaut que des procédés indirects et artificiels, fondés sur 
les procédés primitifs du Calcul différentiel. 

Avant tout, déterminons bien ce que l’on doit entendre par la 
signification d’une quantité algorithmique. — Pour cela , observons 
que l’Algorithmie, comme science d'un système de procédés ou opé- 
rations intellectuels, nommés calculs ou algorithmes, doit nécessai- 
rement contenir, d’aljord certaines opérations élémentaires, et ensuite 
certaines opérations systématiques provenant de la combinaison des 
premières: c’est là l’idée même de l’Algorithmic considérée comme 
science. Ainsi, une quantité algorithmique quelconque ne peut 
résulter que de la réunion de ces opérations élémentaires et systé- 
matiques, dont est composée l’Algorithmie; à moins que ce ne soit 
une quantité simple qui serait donnée immédiatement par ces opé- 
rations. Or, ce sont ces procédés ou opérations algorithmiques qui , 
concourant à la formation ou à la génération d'une quantité, consti- 
tuent évidemment la nature, et par conséquent, pour nous, la signi- 
fication de cette quantité. De plus, cette signification est absolue, 
lorsque, les procédés qui en donnent la génération, sont des procédés 
primitifs, c’est-à-dire, des procédés qu’on ne saurait dériver d’aucun 
autre ; et elle est purement relative, lorsque les procédés qui donnent 
la génération de la quantité , ne sont que des procédés dérivés. — Par 
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exemple, la quantité qui mesure le rapport de la circonférence du 
cercle au rayon, a pour expression . . . (40) 


1, x log. 



où il entre l’opération de la multiplication , celle de la division, celle 
de l'extraction des racines, et enfin l’opération transcendante de 
logarithmes ; et c’est la réunion de ces opérations dans l’expression 
précédente, qui est la nature, et par conséquent, pour nous, 1a 
signification de la quantité dont il est question. De plus, le procédé 
de logarithmes, qui entre dans l’expression (4o), n’est qu’un procédé 
dérivé, qui peut être ramené à l’opération ou au procédé de puis- 
sances ; ainsi la-signification précédente du nombre dont il s'agit , 
n'est qu’une signification relative. La signification absolue de c# 
nombre, serait donnée par l’expression . . . (4o)’ 

v — * 

où il n’entre que les trois opérations ou procédés primitifs, de l’ad- 
dition, de la multiplication, et des puissances , (progressives et ré- 
gressives); ainsi que nous l’avons montré dans notre Philosophie des 
Mathématiques. 

Mais, pour éviter ici toute difficulté qui pourrait naître de la 
distinction des procédés algorithmiques primitifs et des procédés 
algorithmiques dérivés, distinction dont nous n’avons nullement 
besoin pour la réfutation qui est notre objet, nous nous contenterons 
de savoir en général que la réunion des procédés ou opérations algo- 
rithmiques qui concourent à la génération d’une quantité, constitue la 
nature, et par conséquent, pour nous, ta signification de cette quantité. 

Maintenant, voyons quelle est la signification que la Théorie des 
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fonctions de Lagrange, et en general les différentes Théories des 
dérivations, attachent ou peuvent attacher à la suite des quantités 
F'x, F"x , F"'x , etc. qui forment les coefficiens dans le développe- 
ment général (3g) de la fonction F {x ■+• i ) , savoir, dans le dévelop- 
pement 

F(x -+• i ) s: F(x+j) ■+■ F’x . Çi 1 -é- F'x . ff’lf ■+• F”x . pi* -t- rtc. , 

et qui sont oe que cep Théories nomment fonctions dérivées, prime, 
seconde, tierce, etc. 

D'abord, puisque les géomètres n'ont pas encore démontré la 
forme des séries, même dans le cas le plus simple où elles procèdent 
suivant les puissances positives et entières de la variable, ils ne 
pourraient légitimement puiser, dans la furme de la série, la signi- 
• fication des coefficiens F'x , F"x, F"' x, etc. Mais, en leur accordant 
même cette démonstration, comme nous le faisons gratuitement 
dans la réfutation présente, les géomètres (*) ne sauraient tirer, de 
la forme de la série , considérée purement comme telle , aucune 
signifcation, c'est-à-dire, aucune idée de la nature des quantités 
F'x, F"x, F"x, etc. La forme de la série n'apprend tien autre, 
sinon que la quantité F'x est coefficient du second terme de la série, 
la quaulité F’x le coefficient du troisième terme, etc. , et en général, 
que la quantité F’-^X est le coefficient du (/•-+- 1 )“* terme de la série. 
Or, être coefficient d'un terme quelconque d’une série , cela n'est 
certainement pas un procédé ou une opération algorithmique; car 
le caractère essentiel d'un pareil procédé consiste à indiquer immé- 
diatement la génération de la quantité, et rien n’indique cette géné- 
ration, pas même médiatement, dans la circonstance où se trouve 


(") Nous devons rappeler que Von .'adresse ici spécialement aux géomètre» sectateur» 
de la Théorie des fonction» de Lagrauge. 
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une quantité étant coefficient d’un terme d’une série. Cette circons- 
tance d’une quantité n’est encore que la donnée j>our le problème 
de la génération de cette quantité, et nullement déjà la génération 
elle-même: c'est-à-dire qu’une quantité étant considérée- comme 
coefficient d'un terme connu d’une série, sc trouve à la vérité déter- 
minée par celte circonstance ; mais cet état ne forme encore que la 
donnée du problème qu’on peut se faire de la génération de cette 
quantité, ou de la réunion des procédés ou opérationsalgorillimiques 
qui, en concourant ensemble, peuvent produire celte quantité. — 
D’ailleurs, il est vraiment minutieux de faire cette observation: qui- 
conque ne sait en quoi consiste un procédé ou une opération algo- 
rithmique (addition, soustraction, multiplication, division, etc.), 
et qui prendrait , pour un tel procédé, la circonstance où se trouve 
une quantité étant coefficient d’un terme d'une série, n’aurait pas 
assez réfléchi sur la nature de l'Algorithmie pour trouver quelque 
intérêt à la réfutation présente, et nous ne sanrious la lui adresser. 
Il est meme hors de la question de supposer qu’on puisse tirer, de la 
forme de la # série, prise en elle-même, une signification ou une ex- 
pression de la nature des quantités F'x, F'x, F"'x , etc. ou des 
coefüciens des termes de cette série; parceque celte forme ne donne 
évidemment, pas elle-même, rien, absolument rien, pair la géné- 
ration de ces quantités: nous ne nous sommes arrêtés A cette consi- 
dération que pour compléter rigoureusement tous les points de vue 
sous lesquels peut être envisagé l’objet qui nous occupe. 

En second lieu, puisque les géomètres ne connaissent pas encore 
le principe de l’espèce particulière de génération algorithmique, qui 
constitue les séries, ils ne pourraient non plus légitimement tirer, 
de ce principe de la génération des séries, la signification des quan- 
tités F'x, F'x, F'”x, etc. dont il est question. Mais encore ici, nous 
accordons gratuitement, dans la réfutation présente, la connaissance* 
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du principe de la génération dont il s’agit ; et malgré cela, la Théorie 
des fonctions analytiques de Lagrange, ainsi que les autres Théories 
des dérivations, ne sauraient tirer, de ce principe, considéré pure- 
ment comme tel, la signification ou l’idée immédiate de la nature 
des quantités F'x, F" x, F'"x, etc. formant les coefficiens dans le 
développement de la fonction /"(ar-t-i). En effet, ce principe, quel 
qu’il puisse être, tel que nous l'avons présenté dans la Philoso- 
phie des Mathématiques, ou tout autre (*), 11e donne évidemment 
que les conditions auxquelles doivent satisfaire les quantités F’x, 
F'x, F’"x, etc.; ce qui constitue le moyïx de leur détermination, 
et nullement l'idée même de leur nature, c'est-à-dire, leur significa- 
tion. — Le principe de la génération algorithmique qui forme les 
séries, ne peut qu’établir des relations entre les quantités F'x, F"x, 
F'"x, etc., la fonction proposée F(x~+-i), et la fonction arbitraire fi 
prise pour mesure algorithmique ou pour la fonction génératrice de 
la série, relations qui sont les conditions auxquelles doivent satis- 
faire les quantités F'x, F"x, F'“x, etc.; ainsi qu’on le voit, par 
exemple, dans le principe que nous avons présenté, pouf les séries, 
dans notre Philosophie des Mathématiques. Mais, ces relations des 
quantités F(x ■+• 1), fi, F’x, F'x, F"x, etc. ne constituent encore 


(*) En donnant, dans l'ouvrage nommé, la déduction philosophique de l'espèce par- 
ticulière de génération algorithmique qui constitue les séries (pages lai — 1*7)» nous 
avons montré que le principe de cette génération, qui résulte de notre déduction, est le 
principe absolu et unique de la génération des séries; mais, pour ne pas faire dépendre 
la réfutation présente d’aucune autre question, pour la laisser subsister par elle-même, 
nous renonçons ici volontiers à la déduction dont il s'agit , quoique nous pourrions très 
légitimement nous en appuyer, d'autant plus qu’on ne saurait nous montrer aucun autre 
principe de la génération algorithmique constituant les séries. En général, nous devons 
observer ici que la réfutation présente est entièrement indépendante de notre Philosophie 
des Mathématiques. 
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que certaines équations; et ces équations ne forment évidemment que 
le moyen de la détermination des quantités F'x, F'x, F "x, etc. dont 
il s'agit, et nommément de la détermination de leur nature ou des 
procédés algorithmiques qui concourent à leur génération respective. 
Ce n’est donc que la résolution des équations établies par le principe 
de la génération des séries, qui peut nous conduire à l’idée de ces 
procédés algorithmiques ou de la nature des quantités F’x, F 'x, 
F"'x, etc., formant les cocfficiens des séries, et par conséquent à la 
signification de ces quantités. 

Ainsi donc, ni la forme des séries, ni le principe de la génération 
de ces fonctions, quand même ils seraient connus, ne sauraient 
douter, par eux-mêmes immédiatement, la signification des coeffi- 
ciens F'x, F'x, F"'x, etc. des termes des séries ; et nous 11e pouvons 
concevoir comment les auteurs des différentes Théories des dériva- 
tions ont pu s'abuser au point d'attacher quelque idée à ces quanti- 
tés, en les donnant pour principes de l’explication ou de la signifi- 
cation des quantités différentielles. 

Mais, ce n'est pas tout. La nullité que nous venons de démontrer, 
est le moindre défaut de la Théorie des fonctions analytiques de 
Lagrange , et des autres Théories des dérivations : nous allons déter- 
miner la nature en question des coefficiens F'x, F'x, F ’x, etc. dont 
il s'agit, et nous verrons, avec une évidence irréfragable, que, de 
plus, ces Théories sont fausses, absolument fausses, en prétendant 
donner l'explication du Calcul différentiel. 

Pour parvenir à la détermination de la nature des quantités F'x, 
F'x, F'“x, etc., détermination qui est évidemment le point capital 
de la question qui nous occupe, il faut résoudre les équations que 
donne le principe de la génération des séries, entre les quantités 
dont il s'agit, entre la fonction proposée F(x-hi), et la fonction 
génératrice de la série , savoir fi. Nous avons déjà indiqué ces équa- 
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tions, en parlant ci-dessus de l'impossibilité qu’il y a de tirer, du 
principe de la génération des séries, une signification pour les quan- 
tités F'x, F'x, F'"x, etc. : nous avons vu ^ue ces équations sont 
les relations que le principe des séries établit entre les quantités 
F'x, F 'x, F’"x , etc. , la fonction proposée Ffx -H t ), et la fonction 
génératrice fi; et que ces relations sont les conditions auxquelles 
doivent satisfaire les quantités F'x, F"x, F"'x, etc. , et par consé- 
quent les conditions de leur détermination. — Sans nous occuper ici 
des détails de la résolution des équations dont il s’ajit, nous pouvons 
nous contenter de présenter les résultats de cette résolution, c’est- 
à-dire, les expressions des quantités F'x, F"x, F'"x, etc.: ces ex- 
pressions doivent indiquer immédiatement les procédés ou opérations 
algorithmiques qui concourent à la génération des quantités en ques- 
tion , et par conséquent, elles doivent donner ainsi l’idée de la nature 
de ces quantités, c'est-à-dire, leur signification. 

Or, la loi générale des séries que nous avons présentée dans le 
premier Mémoire, et que nous avons reproduite dans celui-ci, nous 
donne immédiatement les expressions qu’il s'agit de connaître. En 
effet, #i l'on développe la fonction F(x-i-i) de la manière générale 

F(* 4- t) sr F(x + j) -+■ F'x . fi 1 If -+- F"x . + F 'x. fi 5 I- -+- etc., 

ainsi que nous l'avons fait plus haut sous la marque (3g ), on aura , 
en vertu de notre loi générale, pour les coefficicns F’x, F"x , 
F'"x, etc. , les expressions suivantes . . . (4t) 

r . T _ P[àf(.r + t)] 

Afi ’ 

— g [*' P* -4* F(r + Q] 

Afi. 

F-x + 

Afi. A* ÿï’lf ’ 
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. A 3 fi * I e 


• A 4 *•!> + ,■)] 

• A 4 *. 1 !* 


elc. , etc. , 
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en ayant soin de donner, après avoir pris les différences, à la variable 
i, la quantité y qui résulte de la relation fi=o. 

Voilà quelle est la nature générale des fonctions F'x, F"x, 
F"'x, etc. , sur lesquelles reposent les oieVérentes TnÉORiES nés né- 
rivations, FAiTES ot À faire. C'est donc dans ces expressions que se 
trouve la métaphysique des quantités F'x, F"x, F”’x, etc. dont il 
est question; et c’est par leur moyen que nous allons découvrir la 
fausseté des Théories que nous venons de nommer. 

D’abord, les expressions précédentes (40i f l u ' consistent dans des 
sommes combinatoires ty, formées des différences de la fonction 
proposée F(x- f- 1 ) et de la fonction arbitraire fi prise pour mesure 
algorithmique ou pour la fonction génératrice de la série, présentent 
visiblement la réunion des différons procédés ou opérations algo- 
rithmiques qui concourent à la génération des quantités F'x , F" x, 
F"'x, etc. ; et ces procédés, qui sont l'addition, la soustraction, la 
multiplication, la division, les façultés et les différences, sont tous 
des procédés ou opérations algorithmiques immédiates qui, parleur 
simple concours, sans qu’il soit besoin de rien autre, donnent, de 
la manière la plus complète et en même tems la plus évidente , la 
génération des quantités F'x , F'x, F'"x, etc. Ces expressions algo- 
rithmiques sont donc les expressions de la nature elle-même des 
quantités F'x, F"x , F'”x , etc. dont il s'agit; et comme telles, elles 
nous donnent la signification tant désirée de ces quantités, signifi- 
cation qui doit enfin nous mettre à même de prononcer sur les dif- 
férentes Théories des dérivations, «fondées manifestement sur les 
quantités F'x, F'x, F'x, etc. — Mais observons, avant tout, que 
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les expressions (41) que nous venons de reconnaître, contiennent 
généralement des fonctions de différences , et non des fonctions de 
différentielles ; de sorte qu'elles sont très réelles, et par conséquent 
qu’elles donnent, pour les quantités F'x, F"x, F"'x, etc. qui en 
sont l'objet, une signification également très réelle et très positive. 
Observons, de plus, que quand même tout ce que nous avons dit 
dans ce Mémoire, se trouverait n’ètre pas fondé, si cela était possible, 
les expressions (4 1 ) dont il est ici question, suffiraient, par elles- 
mêmes, pour nous faire prononcer sur la vérité ou sur la fausseté 
de la Théorie des fonctions de Lagrange, et en général de toutes les 
Théories des dérivations ; aussi, est-ce aux conséquences que présen- 
tent ces expressions, que nous réduisons l’argument capital de notre 
réfutation de ces Théories : en effet , les expressions précédentes ( 4 1) 
sont infailliblement les expressions algorithmiques de fa nature elle- 
même des quantités ou des coefficiens F'x , F"x, F"'x , etc. sur les- 
quels se trouvent fondées les différentes Théories des dérivations; et 
comme telles, ces expressions contiennent nécessairement l’explica- 
tion ou la métaphysique des quantités F'x, F"x , F"'x, etc. , et par 
conséquent l’explication ou la métaphysique des Théories des déri- 
vations. 

Or, une des règles fondamentales de toute la logique, sur laquelle 
repose le système entier de nos connaissances, est que 

CE QUI EST VRAI DANS LE CAS GÉNÉRAL, DOIT LÉTRE NÉCESSAIREMENT 

DANS TOUS LES CAS PARTICULIERS. 

C’est là une des vérités incontestables; c’est un axiome logique sur 
lequel se trouvent fondés jusqu'aux axiomes mathématiques : quelque 
sceptique qu'on soit, on ne saurait la méconnaître , sans renoncer à 
l’usage de la raison. Ainsi, quelle que soit, dans les cas particuliers, 
la fonction çi suivant les facultés de laquelle se trouve procéder 
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le développement général (39) de la fonction F (x - 4 - t ) , savoir, 

F lx 4- ,’) — F(x 4-/ ) -f- F'x.fi 4- F~ x . ÿj 1 ! - 4- F'x . Çi * ' 4 - etc., 

et quelle que soit, en même tems, dans ces cas particuliers, la 
quantité 1 formant l'accroissement dans la suite des facultés 

etc., 

les expressions générales ( 4 t) des coefficiens F‘x , F"x , F’x , etc. 
dans ces développemens, seront toujours les expressions de la nature 
elle-même de ces quantités, et par conséquent les expressions de leur 
signification particulière; c’est-à-dire, lorsque, dans un cas parti- 
culier, la fonction génératrice 91 se trouve déterminée de manière à 
former la fonction particulière de i, suivant laquelle procèdent les 
développemens dans une Théorie des fonctions analytiques ou déri- 
vées, les expressions particulières provenant alors des expressions 
générales (4*)» seront, dans ce cas, les expressions de la nature des 
quantités particulières F'x, F"x, F"x, etc. formant les coefficiens 
des termes du développement dans la Théorie particulière dont il 
s’agit. Donc, lorsque, dans le cas le plus particulier, celui de la 
Théorie des fonctions analytiques de Lagrange, la fonction généra-' 
trice du développement ou de la série, est simplement t , et lorsque, 
de plus, l’accroissement { dont dépendent les facultés «i 1 ^, 

, etc., est une quantité indéfiniment petitp, qui forme ÉVIDEM- 
MENT UNE UES DIFFÉRENTES DÉTERMINATIONS POSSIM.ES OP. LA QUANTITÉ 

générale {, les expressions particulières, provenant alors des expres- 
sions générales (4i)> seront nécessairement les expressions de la nature 
particulière des quantités F’x, F'x, F'"x, etc. formant lçs fonctions 
dérivées, prime, seconde, tierce , etc. de la Théorie de Lagrange; et 
par conséquent , ces expressions particulières, donnant la significa- 
tion des fonctions dérivées en question, présenteront en même tems 
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leur explication ou leur métaphysique. Or, en donnant aux quan- 
tités générales fi et {, les déterminations particulières que nous 
renons d'indiquer, savoir, 


f — t, 


i = -, 


les expressions générales ( 4 i) reçoivent, d’uhe maxikre tout-X-f ait 
rigobhepse, les déterminations particulières suivantes . . . (42} 


F t : 


V [dp(* -+- !) ] _ dF(* 4 - 0 


tii 


1 . rii 


_ ty[A.</’é\.»--n)j _ J' F(t + 1) 

— !.»(«//)* 

_ g !>&'•<**«*. rfVfr-frQ] _ .<’ /•(* + <) 

* _ i.ï. 3 (rfi) 3 ’ 

w _ ty [ <fl ■ <fV . «/Y 3 . F (j 4- 1)] _ rf* /•;. r -f- Q 
<« . d\* . A* . A* _ 1.1.3. 4 (* )* ' 

etc., etc.; 


en désignant par d les différences particulières a correspondantes à 
l’accroissement indéfiniment petit {, c’est-à-dire, les différentielles, 
et en faisant i — O, après avoir pris ces différentielles. 

Donc, les rapports des différentielles dF(x»i-i) et di, ou bien dFx 
et dx, tels qu'ils se trouvent donnés par les formules précédentes (42), 
sont les expressions absolues de la nature des fonctions dérivées F'x, 
F“x, F'"x, etc.en question ; et ces rapports présentent ainsi la signifi- 
cation , quoique idéale mais absolue, de ces quantités. Donc définiti- 
vement, loi ia de la donner, les fonctions dérivées F'x, F"x, F'"x, etc. 
reçoivent leur explication ou leur métaphysique des rapports des 
différentielles de la fonction primitive Fx. 

Donc , etc. , etc. , etc. 
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Pour établir une conclusion définitive, disons un mot sur la loi 
des séries, que nous avons présentée, dans ces Mémoires, comme 
principe de la réfutation qui en est l'objet principal. 

Il est indubitable que cette loi ne soit la loi cÉNénALE des sfrics: 
sa forme illimitée le prouve immédiatement. L’importance infinie de 
celte loi est donc irrécusable ; et il ne reste aux géomètres qu’à en 
connaître la démonstration. 

Des circonstances particulières nous forcent à différer encore l'é- 
poque où nous ferons connaître cette démonstration (*); mais, nous 
allons prouver que, dans l’état où nous présentons la loi elle-même, 
sur-tout après les conséquences nombreuses et vraies que nous en 
^vons tirées, cette loi générale se trouve établie suffisamment pour 
qu’il ne soit plus permis d’en douter. 

D’abord, dans notre premier Mémoire, nous avons tiré, de la loi 
dont il est question, une formule générale pour la résolution tech- 
nique d’une équation quelconque , primitive ou différentielle ; for- 
mule dans la sphère de laquelle la découverte principale de Lagrange, 
faite dans le champ de l’évaluation des fonctions ou de leur dévelop- 
pement en séries, n'est qu'un cas particulier, et. même un cas très 
particulier. Cette circonstance suffirait seule, suivant nous, pour 
faire pressentir l’importance de la loi dont il s'agit. 

En second lieu, dans notre Mémoire sur la Tecbnie de l’Algoritli- 
mie , que nous avons eu l'honneur, l’année dernière, de présenter à 


(*) Voyez la dernière Note, à la fin de cet ouvrage. — On y trouvera indiquées les 
circonstances qui ont porté l'auteur à retenir la démonstration dont il s’agit, lorsqu'il 
rédigeait ce second Mémoire qu'il se proposait de présenter, comme le premier, à la 
Classe des Sciences de l'institut. 
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l'Inslitut impérial, nous avons déduit, de la même loi, tontes les 
méthodes connues, jusqu’à ce jour, pour la génération des quantités 
par le moyen des séries : ce fait a été reconnu par la Commission que 
la Classe des Sciences a chargée de lui faire un rapport sur notre 
Mémoire; et ce rapport a été approuvé, en toutes formes, par la 
Cla^Se que nous venons de nommer {Voyez les Moniteurs du i 5 et 
du ai novembre 1810). — Cette seconde circonstance ne laisse plus 
aucun douje, ni sur la vérité ni sur l’importance de la loi dont nous 
parlons: elle équivaut, en quelque sorte, à une véritable démons- 
tration. En effet , il serait , d’une part , plus difficile d’imaginer une 
formule fausse, de laquelle on pourrait dériver toutes les formules 
connues, qu’il ne l’est de trouver la vraie loi qui les embrasse réel- 
lement; et de l’autre part, il nous parait qu’une loi qui embrasse et 
contient, de la manière la plus précise et la plus déterminée, tout 
ce qui a été fait pour l’évaluation des quantités, depuis que les 
hommes s’occupent des Mathématiques, n'est point sans quelque 
importance, 

Or, c’est de celte loi générale que dérive immédiatement, comme 
conséquence inévitable, la réfutation que nous venons de donner 
de la Théorie des fonctions de Lagrange, et des autres Théories des 
dérivations. Ainsi , de deux choses l’uue : cette loi est vraie, ou elle 
est fausse. Dans le premier cas, la Théorie des fonctions de Lagrange 
est irrécusablrmeut fausse; et elle doit, par cette raison, être rejetée 
entièrement des Mathématiques, sans la moindre restriction (*). Dans 


(*) On peut conserver, ai l’on veut, la dénomination de fonctions dérivées , primes , 
secondes , tierces , etc., en y ajoutant toutefois Je mot différentielles t pour ne pas con- 
fondre ces fonctions avec tant d'autres fonctions dérivées qui ont lieu dans l'Algorithmie, 
On peut aussi employer la notation de Lagrange, lorsqu elle ne présente pas d'équivoque. 
Mais, quant à l'esprit delà Théorie de Lagrange, savoir que cette Théorie soit un Alÿ>- 
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le second cas, celte Théorie pourrait être vraie, et pourrait former 
une branche essentielle des sciences dont il s'agit ; et il existerait 
au contraire une formule fausse qui embrasserait, pour ainsi dire, 
tout ce qui a été fait dans les Mathématiques jusqu'à ce jour. — Cette 
alternative est de la plus haute importance pour quiconque sent 
quelque intérêt pour la science ; rester indifférent sur cette question, 
ce serait avouer qu’on subordonne la science à des fins étrangères. 
Il faut ou reconnaître la vérité de la loi que nous donnons, et rejeter 
la Théorie des fonctions de Lagrange, ainsi que toutes les autres 
Théories des dérivations ; ou bien, en voulant couserverccsThéories, 
il faut déclarer fausse ou du moins suspecte une formule qui s’é- 
tend sur toutes les Mathématiques : la raison ne connaît ici point 
de milieu. 


fis nu secosd MÉMOtnr. (*) 


rithme primitif duquel dérive indirectement le Calcul différentiel, il faut le rejeter 
entièrement. 

(*) On u laissé ici ce second Mémoire tel qu'il avait été rédigé avant qu’on eût lu , à le 
Casse des -Sciences de l’Institut , le rapport sur le premier de ces Mémoires, et par con- 
séquent avant que l’a iHeur eût jugé convenable de donner la démonstration faisant 
l’objet de la dernière Note à la fin de cet ouvrage. 
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Quelques Observations concernant le Rapport 
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Quelques Observations concernant le Rapport fait à la 

Classe des Sciences de l’Institut de France^ sur le 

* • 

premier de ces Mémoires. 


Daxs l’Avis mis à la tête de cet opuscule, nous avons déjà dit que, 
ne pouvant nous mêler des personnalités contenues dans le rapport 
de l’Institut, nous nous bornerons au point scientifique qui est en 
question. — Mais, pour laisser juger le lecteur lui-même de ce qu’il 
y a de réellement scientifique dans le rapport dont il s’agit, nous 
allons, avant tout, exposer ici cette pièce, telle quelle nous a été 
délivrée au secrétariat. 

Institut impérial de France. — Classe des Sciences physiques 
et mathématiques. 

Le secrétaire perpétuel pour les sciences mathématiques cer- 
tifie que ce qui suit est extrait du procès-verbal de la séance du 
lundi tt novembre 181 1. 


liapport sur un Mémoire de M. Wronski , ayant pour titre : Réfutation 
de la Théorie des fonctions analytiques de Lagrange, par MM. Le- 
gendre et Arago. 

I,a première partie du Mémoire dont nous allons rendre compte 
à la Classe, est destinée à l'exposition des formules auxquelles l’au- 
teur est arrivé sur le développement des fonctions en séries. 
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On remarque d’abord que M. Wronski veut créer une langue nou- 
velle; il change le nom A'sfna/jye en celui d'^lgorithmie; il distingue 
la Technie de T Algorithmie de la Théorie de t Algorithmie : il déve- 
loppe une fonction suivant les facultés progressives d'une autre fonc- ( 
lion, sans donner la définition de ces termes, quoiqu’ils n'aient été 
employés jusqu’à présent dans aucun ouvrage qui puisse faire auto- 
rité; ici la fonction par rapport à laquelle une autre fonction est 
développée, est sa mesure algorithmique ; là les fonctions dérivées 
sont qualifiées de fonctions aveugles, ou, par une condescendance à 
laquelle l’auteur paraît même se prêter de mauvaise grâce, de fonc- 
tions cyclopes, pareeque, dit-il, elles n’ont qu’un nom et point de 
signification , etc., etc. 

M. Wronski rapporte dans sou Mémoire plusieurs formules de 
développement; mais, au lieu de les démontrer d’une manière claire m 
et précise, il se borne, pour toutes preuves, àdire qu’elles conduisent, 
dans un cas particulier, à une formule connue. L’un de vos Commis- 
saires, M. Legendre, a dans ses papiers des formules qui sont une 
extension de celles de 31. Lagrange, sur le retour des suites : il est 
possible que d’autres géomètres, en s’occupant de la même question, 
aient découvert des formules analogues; peut-être que les résultats 
de M. YVronski doivent être rangés dans celte classe; mais pour les 
faire adopter, s’ils sont vrais, il faudrait qu’il les présentât en termes 
intelligibles. On a peine à deviner les raisons qui peuvent déterminer 
M. Wronski à ne donner toujours ses formules que comme des es- 
pèces d’énigmes dont il invite les géomètres à chercher la solution. 
IN'aurait-on pas quelque sujet de penser qu'à force de généraliser les 
formules de développement, l’auteur n’est plus en état de les démon- 
trer? 11 ne sera peut-être pas inutile de remarquer ici que ces for- 
mules, quelque générales qu’elles soient, n’ont qu’une utilité bor- 
née; elles ne peuvent servir que dans des cas très simples , et il est 
fort douteux qu'on tire jamais parti , pour la solution de quelque 
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problème important , des formules prolixes que quelques géomètres 
allemands ont publiées sur le développement des fonctions qui dé- 
pendent d'autres fonctions suivant des lois données. Le secret de la 
science ne se trouve pas dans ces de’veloppemens, et il y a plus de 
mérite à les éviter, qu'à les effectuer; ainsi les formules de M. Wronski, 
en les supposant vraies, loin de renfermer en elles toute la science, 
comme l'auteur voudrait le faire croire, n’en offriraient qu’une petite 
partie et la partie la moins usuelle. 

Venons maintenant à la question qui, d’après le titre même du 
Mémoire de M. Wronski, semble avoir été son objet principal, c’est- 
à-dire, à la prétendue réfutation de la Théorie des fonctions analy- 
tiques de M. Lagrange. Cette réfutation a été présentée à Sa Majesté 
1 Empereur et Roi; un semblable examen de la Mécanique céleste 
de M. Laplace doit bientôt suivre. Ces deux ouvrages avaient été 
désignés par la Classe pont* les «leux premiers prix décennaux. Tel 
parait être le motif qui a déterminé M. Wronski à les attaquer. 

Qui ne croirait qu'un auteur qui annonce, en débutant, qu’if va 
montrer que les Fonctions analytiques et la Mécanique céleste ne 
posent que sur des principes entièrement faux, n’ait d'importantes 
preuves à apporter en faveur de sou opinion? Avant de montrer à la 
Classe combien peu les objections de M. Wronski pouvaient motiver 
ses prétentions fastueuses, il sera peut-être bon de lui donner un 
petit échantillon de son système mathématique. 

Voici ce que dit M. Wronski à la page 3a (*) de son Mémoire, des 
principes sur lesquels repose la Théorie des fonctions de M. Lagrange: 
« Nous avons déjà indiqué, dans notre Philosophie des Malhéma- 
« tiques, l'origine de cette étrange erreur qui bouleverse tous les' 
« principes de l’Algoi ithmie. On a vu qu’elle provient d'une espèce 
« A'antinomie qu'impliquent les procédés du Calcul différentiel , et 


:?T 




(*) Page ao de cet ouvrage. 


88 


TROISIEME MEMOIRE. 


k de la direction matérialiste qui, de nos jours, s’est glisse’e jusque 
«dans les sciences mathématiques, dans ces sciences éminemment 
« intellectuelles qui, avant cette misérable époque de philosophante, 
« n'avaient pas encore subi une pareille dégradation, etc. etc. » 

Voyons cependant les objections que fait M. Wronski contre la 
Théorie des fonctions. 

Il avance d’abord que cette Théorie rppose sur deux principes qui 
ne sont pas démontrés, savoir, sur les équations (7) et (8) 

(?) * ■ 0 — A + -ti + A 1 + + etc., 

(*) • • • /O -h 1 ) —f* + iP. 

Mais, de ces deux équations, la seconde est un moyen dont se sert 
M. Lagrange pour trouver la première; il suppose que P ne devient 
pas infini, lorsque »'=o; dès-lors on peut supposer P = B- 4 - iQ, 
B étant une fonction de x seule; de même on fera Q — C -+-»/?, etc. 
Alors l'équation (7) devient une conséquence de l'équation (8); il n'y 
a donc pas deux principes dans les équations citées; il n’y en a 
réeWement qu’un. 

Ce principe renferme & la vérité line supposition sur la nature de 
la fonction P, supposition qui est liée essentiellement avec l’équa- 
tion (7), ou avec la propriété qu’a la fonction f(x-i-i) de ne con- 
tenir dans son développement que des puissances entières de », tant 
que x a une valeur indéterminée. 

M. Lagrange a cherché à démontrer rigoureusement cette propo- 
sition. Voici l’objection que M. Wronski fait à son raisonnement: 
« Ce géomètre , dit-il, prétend que dans la généralité de la fonction 
«/(*-+./), aucun terme du développement (7) ne peut contenir des 
« puissances fractionnaires de »', pareeque, vu la pluralité des racines, 
« la série aurait plusieurs valeurs ; ce qui serait absurde. Mais, ne se 
0 pourrait-il pas que, dans cette série indéfinie, les valeursdifférentcs 
a des radicaux se couqiensasseul de manière à donner toujours la 
v même valeur pour /[x -+- »'), etc- ? » 
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Voilà donc la difficulté dans laquelle réside toute la force du Mé- 
moire de M. Wronski , « ne se pourrait-il pas, etc. ». Mais la répons? 
est toute simple. 

Si les radicaux dont il s’agit se compensent exactement , c’est-à- 
dire, se détruisent pour toute valeur de i, qu’on peut supposer très 
petite afin que les séries soient convergentes, il ne restera donc que 
des puissances entières de i dans le développement, et alors la for- 
mule (7) est exacte. 

Le seul doute auquel puisse donner lieu le raisonnement de 
M. Lagrange, lient à ce qu’on pourrait ilèmander si les radicaux 
de z du développement ne doivent pas être tellement liés aux radi- 
caux de x contenus dans la fonction propqsée, que pour chaque 
valeur de ceux-ci, on 11c puisse également employer qu’une valeur 
particulière de chaque radical de i dans la série. Cette difficulté est 
fort peu importante, et a été d'ailleurs levée depuis long-tems par 
des moyens très rigoureux; on n’a, par exemple, qu’à supposer que 

/(* + <) =/x •+- Ai m ■+- JJt" -t- «te. j 

car alors on prouvera, à l’aide d’une simple substitution, que m—i. 
On sait d'ailleurs que la considération des autres termes de la série 
est entièrement inutile pour expliquer les principes fondamentaux 
du Calcul différentiel. 

Il n’y a donc rien de solide daDs les objections de M. Wronski ; 
car celle que nous avons rapportée, il y a un instant, est la seule que 
l'on trouve au milieu d'une foule d’allégations vagues et insigni- 
fiantes. Ses raisonnemens contre les Fonctions dérivées, et en général 
contre toutes les Théories des dérivations, se réduisent à dire qu’être 
coefficient de tel ou tel autre terme d'une série , cela ne signifie 
rien , etc. , etc. 

Ainsi en résumant , vos Commissaires ne peuvent avoir aucune 

12 
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opinion sur les formules de développement que renferme le Mémoire 
dont nous venons de rendre compte, pareeque l'auteur ne les a pas 
démontrées, et que de plus il les a présentées en termes inintelli- 
gibles. Quant à la prétendue réfutation de la Théorie des fonctions 
analytiques de Lagrange, nous en avons dit assez pour montrer 
qu’elle ne mérite aucune attention. 

Signés à la minute : 

Legendre, àrago Rapporteur. 

La Classe approuve le rapport, et en adopte les conclusions. 

Certifié conforme à l'original , . 
le Secrétaire perpétuel, 

Signé DEEAMB1IE. 


Le lecteur verra facilement que tout ce qui, dans ce Rapport, 
touche réellement, d'une manière scientifique, à la question faisant 
l’objet de cet ouvrage , c’est-à-dire à la réfutation de la, Théorie des 
fonctions analytiques de Lagrange , se réduit aux trois points sui- 
vans, que nous allons examiner. 

Premier Poiht. 

M. If'romki avance d’abord que cette Théorie repose sur deux 
principes qui ne sont pas démontrés, savoir, les deux équations : 

(7) - - •/(* + *) =/■*•+- Ai -t- Bi 1 -+- Ci 3 -H etc., 

. (*) • ■■/(* + >) —f* ■+- ‘P- 

Mais, de ces deux équations, la seconde est un mojvn dont se 
sert M. Lagrange pour trouver la première ; il suppose que P 
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ne devient pas infini , lorsque i = o ; dès-lors on peut supposer 
l' = B-f-iQ, B étant une fonction de x seule; de même on fera 
Q — Ch-iR, etc. Alors réquation (7) devient une conséquence 
de l’équation (8); il n’y a donc pas deux principes dans les 
équations citées; il n'y en a réellement qu’un. 

Ce phincipe renferme X t K vérité eue supposition sur la. 

RATURE DE LA FONCTION P, SUPPOSITION QUI EST LIÉE ESSENTIELLE- 
MENT avec l’équation (7), ou avec la propriété qu'a la fonction 
f(x-t-i) de ne contenir dans son développement que des puis- 
sances entières de i , tant que x a une valeur indéterminée. 

OSSERVATION SUR LE PREMIER POINT. 

Les deux articles de ce prepiier Point sont évidemment contradic- 
toires, et forment ainsi, par eux-mêmes, leur réfutation réciproque. 
En effet , MM. les Commissaires disent : 

j° la seconde expression (8) sert de principe à la première 
expression (7) ; et 

a° la seconde expression (8) suppose essentiellement la première 
expression (7). 

Cette pétition réciproque ou dépendance mutuelle des expressions 
(7) et (8), que nous avons oublié d’alléguer dans notre premier 
Mémoire, forme, sans contredit, l’argument le plus fort, et en même 
teins le plus précis, de ce que ces deux expressions donnent deux 
principes à la Théorie des fonctions de Lagrange ; et nous devons 
remercier MM. les Commissaires d’avoir bien voulu prendre la peine 
de compléter notre ouvrage. 

Second Point. 

SI. Lagrange a cherché à démontrer rigoureusement cette pro- 
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position. Voici V objection que M. fVronski fait à son raisonne - 
b ment: « Ce géomètre, dit-il, prétend que, dans la généralité 
« de ta fonction f ( x — t— i ) , aucun terme du développement (7) 
b ru: peut contenir des puissances fractionnaires de i . parcequc, 
b vu la pluralité des racines , la série aurait plusieurs valeurs; 
b ce qui serait absurde. Mais, ne se pourrait-il pas que, dans 
b cette,série indéfinie, les valeurs différentes des radicaux se 
» compensassent de manière à donner toujours la même valeur 
* pour f'(x-t-i), etc. » 

Voilà donc la difficulté dans laquelle réside toute la force 
b du Mémoire de M. IVronski, «ne se pourrait-il pas, etc. ». Mais 
la réponse est toute simple. 

Si les radicaux dont il s’ agit se compensent exactement, c'est- 
à-dire, se détruisent pour toute valeur de i , qujon peut supposer 
très petite afin que les séries soient convergentes , il ne restera 
donc que des puissances entières de i dans le développement, et 
alors la formule (7) est exacte. 

ObSEBVATION SDH LH SECOND POINT. 

Ce second Point présente encore deux articles. Dans l'un , MM. les 
Commissaires disent que toute la force de notre réfutation de la 
Théorie des fonctions, réside dans l’objection" que nous faisons à 
Lagrange de ce que ceux des termes du développement, qui seraient 
affectés des puissances fractionnaires de i, pourraient se compenser. 
Dans le second , MM. les Commissaires répondent à cette objection. 
• D'abord, pour ce qui concerne le premier article, l'assertion de 
MM. les Commissaires prouve sans réplique que le vrai point , le 
noeud de notre réfutation de la Théorie des fonctions, leur a échappé. 
— Déjà, dans notre premier Mémoire, nous avons indiqué expressé- 
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ment ce nœud de la réfutation ; et -nous avons fait voir que tout ce 
qui concerne les deux principes ( 7 ) et ( 8 ) de la Théorie de Lagrange, 
est purement accessoire. En effet, après un examen léger de ces 
principes, examen que MM. les Commissaires prennent pour la réfu- 
tation elle-même, avant d’aborder celte dernière, nous disons expres- 
sément (page a 4 ): 

« Mais supposons qu’on donne, des deux principes en question, 
« une démonstration rigoureuse, ou qu’on déduise la nécessité 
«de ces principes, la Théoria des fonctions n’en serait pas 
« moins un système artificiel de procédés du Calcul différentiel. 
« En effet , etc. » ; 

et alors seulement commence la réfutation. Le lecteur aura vu mieux 
encore dans le second Mémoire, que nous n'attachons aucun poids 
à tout ce que nous alléguons contre les principes de la Théorie de 
Lagrange, et que, dans notre réfutation de celte Théorie, nous ne 
comptons pour rien ces objections purement préliminaires. 

Quant au second article, la réponse toute simple de MM. les Com- 
missaires prouve de plus qu’ils n'ont nullement approfondi la ques- 
tion un peu compliquée que nous avons eu l’honneur de soumettre 
à l'Institut. En effet, nous disons (et MM. les Commissaires citent 
expressément nos paroles) « qu’il se pourrait que, dans la série indé* 
«finie, les valeurs différentes des radicaux se compensassent de 
« manière à donner toujours la même valeur pour la fonction 
« f{?e -+-»’) ». Or, il y a deux manières dont. cette compensation peut 
avoir lieu: l’une, très simple, lorsque les radicaux se détruisent 
dans la génération même de la série, qui est la manière que nous 
avons déjà examinée sous la marque (33) du second Mémoire; l'autre, 
un peu plus compliquée, lorsque ces radicaux ne se détruisent que 
dans la valeur que donne la série, et non immédiatement dans la 
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génération de la série. Mais MM. les Commissaires, aimant sans 
doute la simplicité, ne connaissent que la première manière; et 
voilà que toute notre réfutation de la Théorie de Lagrange tombe 
devaut cette profonde connaissance. Nous serait-il permis de faire 
voir à MM. les Commissaires la seconde manière de compensation 
dont il est question ? 

Prenant pour la fonction génératrice fi de la série , la fonction 
(y fi — a), dans laquelle meta sont deux nombres arbitraires, ainsi 
que nous l’avons indiqué sous la marque (9) dans le premier Mémoire, 
on peut , au moyen de notre loi générale des séries (1) et (a), ou (a5) 
et (a6), développer une fonction quelconque f(x -H 1 ) par rapport 

I 

aux puissances progressives de la fonction (*” — à). La forme de ce 
développement sera . . . (43). 

f{x -+- «) =/(.! + a“) ■+- À y . (i ” — a) 4- si * . (* “ — af -+- — a ) 3 4 - etc., 

J. J. 1. î=.‘ 

et les radicaux i m , i m , i m , . . . i “ s’y trouveront contenus réelle- 
ment. Mais, pour faire toucher au doigt cette vérité, quittons le 
point de vue général, et venons à des applications particulières. Soit 
la fonction f(x •+•/) la fonction particulière log. (jr-t-i). Son déve- 
loppement procédant par rapport aux puissances de la fonction 

(1 " — a), aura , en vertu de la forme générale (43), la forme parti- 
culière . . . (44) 

1 , t 1 

log. (x + i) — log. (x -4- «“) -t- //, . («' “ — «) ■+• J t .(i " — af -V . (1 " — af -t- etc. ; 

et notre loi des séries donnera , pour les coefüciens A,, A it A it etc., 
l'expression géuérale . . . (45) 



m — 11 

ma r 

(•r + x'T 
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la quantité générale 4> étant donnée, pour un indice quelconque >, 
par la formule . . . (46) 

V»-)-. = {(» — »)(* + «) — »'»*} •i'm 

en ayant soin d’y substituer, après avoir pris la différentielle, la 
quantité a m à la place de la variable i, et en observant qu’on a 

4-i = i. 

Avec ces formules , on trouvera 


4» = (<n — i) (x + t) — mi, 

4i — {('" — i) (x-t- i) — m<} {(m — »)(x-t-t} — am<) — m«(x + i), 

4 , = {(«» — >)(*+*) — {(”> — »)(*+«) — *»»*}{(«— 3)(x+«) — îmi} 

— mi (x+t). {»(«»+ km — 7)— »{a»iH-7)}, 
etc., etc.; 


et par conséquent . . . ( 47 ) 


J. = 


A* — 


x a 
1 ma m 


a (*+«*7 


- . J(m — i)(x+a’ B ) — ma™ J , 


J i~l -3 • ■ { (("»-») (*+«")- ((«-») (*+“") - »W) 

— ma™ . (x -t- a") | , 

= — 7 — ■ — • J (im-l)(»+J*)-oia")(;ot-l)(r+o*l — îma") x 

a-î -4 ( J . + a"’)‘ 1 

X ( (w— 3) (x+a" 1 ) — 3m« m ) — mo m (x+a"')(x(m , -f-/',»»— 7 ) — (im+;)a'")}, 
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Tels seront donc, pour deux quantités arbitraires quelconques a 
et m, les coefficiens très réels du développement (4 4) 

S 1 * J_ 

tog. (* -t- « ) = log. (x ■+■ a m ) ■+• À, . (i “ — a) + J, . (i “ — o )’ ■+■ Ai . (i " — o)î-»- etc. , 

qui, lorsque m sera un nombre plus grand que l’unité, contiendra 
des puissances fractionnaires de la variable i; et ce développement 
subsistera visiblement dans sa plus grande généralité, quelles que 
soient les valeurs des quantités x et i. 

Il est doue de fait que le développement d’uue fonction /"(x-f-t) 
peut contenir des puissances fractionnaires de i, en laissant subsister 
la quantité x dans toute sa généralité; et c’est précisément le con- 
traire <le la démonstration que Lagrange donne des principes sur 
lesquels repose sa Théorie des fonctions analytiques, démonstration 
que ce géomètre qualifie de générale et de rigoureuse. Ainsi, il est 
indubitable que les principes de la Théorie des fonctions ne se 
trouvent pas fondés; et par conséquent, que cette Théorie est pure- 
ment hypothétique. Mais laissons là la Théorie de Lagrange, dont 
nous avons suffisamment apprécié la valeur dans les deux Mémoires 
précédens ; et venons au Rapport de l’Institut. 

MM. les Commissaires ayant lu, dans notre premier Mémoire, 
que les radicaux de La variable i, qui seraient contenus dans le dé- 
veloppement de la fonction J\x -¥• i) , pourraient se compenser, se 
sont hâtés de conclure qu'alors ces radicaux disparaîtraient du déve- 
loppement, et que le principe de Lagrange, qui est la formule (7), 
serait général. Ils viennent de voir que ces radicaux ne disparaissent 
pas toujours : les puissances fractionnaires de i forment une partie 
constituante et essentielle du développement (44) que nous venons 
de donner; et l’on ne saurait les faire disparaître sans altérer la 
nature de ce développement, ou sans le transformer en un autre 
suivant une loi tout-à-fait différente. Et cependant ces radicaux 
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doivent nécessairement se compenser, ainsi que nous l'avons avancé, 
parcequ’autrement,-vu la pluralité des valeurs de ces radicaux, le 
développement serait susceptible de plusieurs valeurs différentes ; 
ce qui est absurde. Il est donc hors de doute que MM. les Commis- 
saires n’ont pas approfondi cette question ; et nous pensons leur 
faire plaisir en leur montrant comment il est possible que, sans 
disparaître dans la génération même du développement d’une fonc- 
tion,. les radicaux dont il s’agit se compensent dans la valeur que 
donne ce développement, c’est-à-dire, comment il est possible que, 
dans le développement d’une fonction, il entre, comme partie cons- 
tituante et essentielle, des puissances fractionnaires de la variable, 
indépendantes de la nature de cette fonction. 

Tout dépend ici de l’idée de la nature des séries: il faut bien dis- 
tinguer la fonction elle-même qui constitue la quantité, qui en est 
le principe et qui lui donne pour ainsi dire I’existence, de la série ou 
du développement de cette fonction , qui n'est qu’tme toi nu ta 
génération de cette quantité par l’algorithme primitif et universel 
de la sommation (l'addition et la soustraction). Ces deux choses sont 
essentiellement différentes, ainsi que nous l avons prouvé rigoureu- 
sement, et dans notre Philosophie des Mathématiques, et spéciale- 
ment dans le second des Mémoires présens; et c’est en les confondant 
qu’on tombe dans l'erreur, commise par Lagrange, et après lui par 
MM. les Commissaires, de croire que le développement d'une fonc- 
tion ne puisse contenir des puissances fractionnaires de la variable, 
qui seroieni indépendantes de la nature de cette fonction. En effet , 
il est vrai qu'outre les radicaux qui se trouvent dans la fonction fx, 
il ne saurait en entrer de nouveaux dans la fonction /‘(x-t-i), tant 
que les quantités x et i sont considérées en général, et par consé- 
quent que la valeur donnée par le développement de la fonction 
/'(x-t- /), ne peut contenir des puissances fractionnaires particulières 

i3 
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de la variable i; mais rien n’empêche que la loi nr. la cévtRATior» 
de celte valeur, qui forme le développement, ne puisse contenir ces 
radicMu ; et ce n'est qu'en confondant cette loi de génération , la 
série ou le développement d’une fonction -i), avec la valeur 

elle-même que donne ce développement, qu’on se trompe de croire 
que les radicaux dont il est question ne puissent être contenus dans 
le développement (’). 

Il est encore vrai que si, dans le développement (44) que nous 
avons donné ci-dessus, savoir 

d. i 

log. (x-t -i) = log. (.r-+-<V) -4- A, . (1 ■ — a) -+- A* . (i“ — n) -f- rtc., 

l_ t 

on effectue les puissances (/“ — a) 1 , (i“ — àf, etc., et si l’on ras- 
semble les termes affectés des mêmes puissances de i, on trouvera 
que ceux des ternies qui contiendront des puissances fractionnaires 
de t, deviendront zéro, et qu’on aura simplement . . . (48) 
log. (r + i) = log. x 4- JJ t . i -f- Bi.i* -+• * i 5 -t- etc. 

Mais ce nouveau développement, qui est tout-à-fait différent du 


(*) Il rn c*t ici de ces radicaux comme des quantités arbitraires qu'on peut introduire 
daps le développement d'une fonction : ces quantités arbitraires n'entrent certainement 
pas dans la valeur de la fonction , et cependant elles forment une partie constituante et 
essentielle du développement de cette fonction, ou de la gén£ratio 9 de sa valeur. Par 
exemple , dans les développement 


. . CM - n , v a , cos. a . 

an. z = sm. a H . (a — fl) — . \Z — fl) — ^ ^ - . (s — ay 4- etc. 


sm. a cos. a 5 sin. a * 

cos. z = cos. a . (a — fl) — . (s — fl) 4- . (3 — a) 4- etc.. 


la quantité arbitraire n n'entre certainement pas dans la valeur même des fonctions fin. r 
et cos. s, et cependant cllr entre visiblement, comme partie constituante et essentielle, 
dans la génération de celte valeur. 
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précédent (44) > est une autre loi de la génération de la quantité 
log. (x -f- 1 ) ; et il ne déroge en rien au développement (44) qui 
présente une loi différente. — Bien plus, la loi de génération que 
donne le développement (48), n'est qu’un cas particulier- de la loi 
que donne le développement (44 >5 en effet, si dans les expressions 
(47) des coefficiens A,, A % , Ai, etc. du développement ( 44 )> on fait 
d’abord /n= 1 , et ensuite a — o, on trouvera 



etc.; 

et le développement (44) se réduira à celui-ci . . . (49) 

/og.Xx+i) = log.x-t- -1 . i — — etc., 

dont la forme est celle du développement (48). 

La raison de ce qu’en passant de la série ( 44 ) à la série (48), les 
termes affectés des puissances fractionnaires de i deviennent zéro, 

» r 

est la suivante. En effectuant les puissances (i“ — a)’, ((~ — a)*, etc., 
et en rassemblant les termes correspondans aux mêmes puissances 
de f, le développement ( 44 ) prendra la forme générale . . . ( 5 o) 

— — L 

log.(x + i) = C, + C,.i m -f- C».«" + Cj.«“ + etc.; 

or, puisque m est une quantité arbitraire, il est visible que, sous 
celte forme, les différens radicaux ne peuvent plus se compenser 
entre eux, et par conséquent que, pour n’êtrepas contenus dans la 
valeur que donne ce développement, comme cela est nécessaire, il 


ÎOO 
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faut qu’ils dispamissrnt dans cette forme particulière de développe- 
ment. — Il s'ensuit que la loi de génération que présente le dévelop- 
pement général (44)> diffère de la loi que présente le développement 
particulier (48), précisément parcequ’elle implique, comme partie 
constituante et essentielle de oette cénération, les puissances frac- 
tionnaires de la variable i (*). 

Nous venons de dire que, sous la forme (5o) de développement, 
les radicaux ne pouvant plus se compenser entre eux , à cause de la 
valeur indéterminée de m, doivent disparaître pour ne pas influer 
dans la valeur que donne cette série. Mais ce n’est encore là qu’un 
point de vue particulier : il ne s’agit alors que des fonctions de la 
somme (x-t-i) des variables x et i, savoir, des fonctions qui'dht la 
forme particulière F(x->ri). Car, si l’on considère les fonctions algo- 


(*) L’erreur de MM. les Commissaires , en la considérant purement sons le point de vue 
mathématique, cVst à dire, en faisant abstraction de toute tendance philosophique, à 
laquelle ces Messieurs paraissent être bien étrangers, consiste donc en ce qu'ils ne con- 
naissent que la loi la plus simple de la formation des séries, savoir, la loi 

(A) . . + = A -4. Bi -f Cf* •+* - 4 - etc. , 

et qu’ils n'ont encore aucune idée de la loi générale de cette espèce de génération algo- 
rithmique, savoir, de la loi 

(B) . . ,/(« + »') == A -f- B.çi -f -4- />.?/*!£ -4- etc., 

que nous avons fait connaître , déjà dans la Philosophé des Mathématiques, et même , 
avant la publication de cette Philosophie, dans notre Mémoire sur la Technic de l’Algo- 
rithmie, présenté à l'Institut de France. En effet , sons la forme particulière (A) des séries, 
la génération de la quautité/(x -4- *) ne peut contenir des puissances fractionnaires de 
la variable i ; mais, sous les différentes autres formes des séries, que présente notre loi 
générale (B), la génération de la quantité f{x -4- *) peut contenir, comme parties cons- 
tituantes et essentielles de cette génération, non seulement des puissances fractionnaires 
de la variable i, mais même des fonctions transcendantes de cette variable. 
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rithmiques dans toute leur généralité , telles que sont les fonctions 
désignées par F{y, z, etc.), leurs développemens, ramenés même 
à la forme (5o) , peuvent contenir des radicaux arbitraires qui ne 
disparaissent jamais. Nous nous contenterons ici d'alléguer le déve- 
loppement connu ... (5 i) 

! — JL J_ \ 

(*" — i) — -i. (*“ — if ■+■ -i (s“ — t) 1 — CIC. | , 

dans lequel m est une quantité tout-à-fait arbitraire. Or, dans ce 
développement, comme dans celui marqué ci-dessus (44) i les radi- 
i- — — 

eaux z" j a", z m , etc. sont des parties constituantes et essentielles 
de la génération que cette loi établit pour la quantité log. z; et , ce 
qui est plus, ce développement étant même ramené à la forme (5o), 
savoir . . . (Sa) *■ 

i- i i 

log. z = D, + D, . s “ D t .z m + i) j . * “ -t- etc. , 

* ^ 

les coefftciensZ), , D ,, etc. , appartenant aux puissances fraction- 

naires, ne deviendront point zéro; de sorte qu’il doit s’étîtblir ici 

‘ JS 3 

une compensation transcendante entre les radicaux z' , z m , z",etc. 
dont il est question. En effet, considérons le développement (5l) 
sous la forme générale . . . (53) * 

** . 

-L — 1 

Fz — Ev -+- £\ ■ (t " — a) 4- Et . (s " — o) 1 4- £j . (» “ — a) 1 -t- etc. } 

•S 

Fz étant une fonction quelconque de z, a une quantité arbitraire, 
et F . a , E,,Ft, etc. les coefficiens de ce développement. En effectuant 

^ I 

les puissances (z " — ■ a) 1 , (z m — a?, etc., et en ordonnances résultats 

I 3 

par rapport aux puissances fractionnaires z " , z ” , z “ , etc. , nous 
trouverons 
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Fz = £ 0 — - F, . n -f- E a a* — -+- etc. -4- 

i 

z m {£, •— 4£ 2 a -4- 3 /Tj«* — 4E 4 a* -f- etc.} 

a 

-4- s" {fi — îfjfl -4- G^a 1 — io£ja } — etc.} 


etc., etc.; 

c'est-à-dire . . . (54) 

i » 3 

tz ~ Go ”4“ G, . s " -4- Cj . t " -f* Gj . j" + etc., 
en faisant en général . . . (55) 




*> — E f ~ • • 


(ji-t-l)*! 1 ^ (yu+l) , l' „ , 

i 4 Au- 4-» • 4,1 . i • + *tC. 

,»l« " j 1 !* ** , 


Or, en comparant le développement (5l) de la fonction /o^. r, avec 
la forme générale (53), nous aurons a = i , E, = o, et de plus nous 
trouverons, pour les coefficiens E , R, Es, etc., les valeurs générales 

(_,)/*+> /_,)*■+* (_,ie+î 

£„= m, F. +x — m, F.„. x — ; m, etc.; 

ft r n -4-1 r ~ f* - 4 - a 

de sorte que le coefficient général (55) sera 


c. = (- .r* • - 1 - + , t- g±! H- + W.{ a 
( ,» 1.9 1.9.1 J 


*_ *(/•+') + 

i .a. 3 


H- .... 


î = 


= (_,)“+■. ^.(i — .)->* = (_, . e»e. 
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Ainsi, le développement particulier (5a) de la fonction log. z, recevra 
la détermination suivante : • 


log. 


( - OC- - CS» - ) 

j ce — oo.*" 4- — . *" — . *“ + c,c - ji 


détermination qui prouve irréfragablement que les puissances frac- 

— — 2 

tionnaires z" , z™ , z m , etc., qui sont entièrement indépendantes nr 

LA NATI7BE DE LA FONCTION log. Z, PARCEQUB l'eXPOSANT m DE CES RADI- 
CAUX est un nombre TOUT-i-FAiT arbithaire, ne se détruisent point 
dans le développement (5t) de cette fonction, savoir, dans le déve- 
loppement 

log 3 = m | (*" — i) L (*“ — i)> + Ÿ (*~ — i) 5 — «te. | , 


eu considérant ces puissances fractionnaires même dans l’étendue 
eylière de la série. Quant à leur compensation dans la valeur que 
cette série donne pour la fonction log. z, compensation qui est né- 
cessaire pour que ces radicaux, qui sont indépendans de la fonction 
log. z, n'influent pas dans sa valeur, on voit dans la série trans- 


formée 


log s = — m | co — co 


0 <£ 

a 


* i s , 

— ce 3 — ) 

s “ — . * " 4- etc. j 


que cette compensation s'établit d’une manière transcendante, ainsi 
que nous l’avous dit plus haut, les coeffieiens des puissances fraction- 
naires dont il s'agit étant des nombres infinis de différons ordres. 

Nous pourrions alléguer un millier d’autres développeinens des 
fonctions, contenant des puissances fractionnaires qui sont entière- 
ment indépendantes de la nature de ces fonctions, et qui, dans 
toutes les transformations possibles de ces développeinens, ne dis- 
paraissent jamais de la série elle-même ; mais ce que nous venons 
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de voir esl déjà plus que suffisant pour établir irrécusablentent la 
vérité de ce qu'une sérik, formant le développement d’une fonction, 

PEUT CONTENIR DES PUISSANCES FRACTIONNAIRES, ENTIÈREMENT INDÉPEN- 
DANTES l)E LA NATURE ME CETTE FONCTION , ET DE CE QUE CES PUISSANCES, 
SANS DISPARAITRE DE LA SÉRIE ELLE-MÊME, DONT ELLES FORMENT UNE 
PARTIE CONSTITUANTE ET ESSENTIELLE , SE COMPENSENT CEPENDANT DANS 

la valeur que DONNE la série. Nous devons seulement ajouter que 
cette assertion est non seulement vraie, mais que, de plus, elle est 
de la plus grande fécondité pour l’Algorilliniie: les développcmcns 
procédant par rapport aux simples puissances entières de la variable, 
ne peuvent, comme on sait, fournir des séries convergentes qu’entre 
des limites très resserrées de la valeur de cette variable ; et ce n’est 
qu’en introduisant, dans la loi de la génération d’une fonction par 
une série, des puissances fractionnaires et même des fonctions 
transcendantes de la variable, qu’on peut, par des compensations 
combinées entre ces fonctions servant de mesure et les coetticiens 
du développement, obtenir des séries convergentes à volonté, entre 
des limites quelconques fixées pour la valeur de la variable. — On 
verra réalisée, dans notre Technie de l'Algorithmie , cette nouvelle 
branche des Mathématiques, qui doit enfin nous donner les moyens 
généraux de la solution numérique de tous les problèmes possibles(*). 


(*) Ces moyens généraux consistent simplement dan» le chois de la fonction génératrice 
px de la série générale (1), c’estrà-dire, de la fonction px servant de mesure algorith- 
mique poifr l'évaluation d'une fonction quelconque Fx t donnée immédiatement ou 
médiatement par quelque relation ; et plus généralement encore, dans le chois des fonc- 
tions génératrices 12, , n a , O3, etc. de la loi algorithmique absolue 3). — - On verra que, 
quelles que soient cçs fonctions génératrice» servant de mesure algorithmique, on peut, 
dass tous les cas, et avec la plus grande facilité, déterminer les coefficient de la loi 
donnant la génération numérique de la quantité cherchée; cl 011 verra de plus que, 
çaémc lorsque le choix de la foucfîon px dans la série générale ^1), on des fonctions 8, , 
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Mais c’est à pure perte que nous avons examiné ici le poids de la 
réponse toute simple de MM. les Commissaires; car cette réponse 
n’est visiblement, par son objet même, d'aucun poids dans notre 
question. En effet, la remarque que nous avons faite dons notre 
premier Mémoire, que, contre i/esprit de r.A démonstration de 
Lagrange, les développement d’une fonction peuvent contenir 
des puissances fractionnaires de la variable, ne porte aucune atteinte 
à l'exactitude du développement ( 7 ) que Lagrange prend pour un 
des principes de sa Théorie des fonctions, un le considérant simple- 
ment comme développement ; et de plus, celte remarque était pu- 
rement accessoire: elle ne porte que sur la forme logique du rai- 
sonnement de Lagrange , et nullement sur l’objet même de ce rai- 
sonnement (*). Immédiatement après avoir fait celte remarque, nous 
ajoutons expressément que, 

« quand même il serait vrai et démontré qu'il ne put entrer 
« des quantités radiales dans la série formant le développemPnt 
« d’une fonction , il ne s’ensuivrait pas encore que ce dévelop- 
« pcraent*dût être composé de puissances entières de i; etc. » 

et c’était là la remarque principale que nous faisions sur l’état pure- 


îî a , 03, etc. dans la loi algorithmique absolue ( 3 ), donnerait une génération nécessaire- 
ment défectueuse , tant que les coefficiens A ot A it A 2t etc. resteraient constans ou indé- 
pendans dé“la variable .r , on peut facilement écarter ce défaut nécessaire, en rendant les 
curfficicns --/ 0 , A ty A iy etc. fonctions de celte variable. 

(*) La forme logique du raisonnement de Lagrange, réduit à son véritable esprit, 
consiste en ce qu'une puissance fractionnaire de la variable /, qui n’est pas contenue dans 
la fonctiony*(.r-f-*), c'est-à-dire, qui est indépendante de cette fonction, ne peut non 
plus être contenue dans le développement de la meme fonction, pareeque ce développe- 
ment présenterait des valeurs étrangères à la quantitéy(x-f./). Or, cela n'est nullement 

i 

exact : car, suivait ce raisonnement, la puissance fractionnaire s", qui, à cause de 
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mont hypothétique dci principes que Lagrange adopte pour sa 
Théorie des fonctions. Notre sçcoiul Mémoire a servi à développer 
cet te idée; et nous pensons que MM. les Commissaires comprendront 
maintenant qu'on ne saute pas à pieds joints, pour nous servir de 
cette expression vulgaire, dans la transformation 

/(x + i) — fx -+- Ai + Di x -+- Ci 5 .-*- «te.; 
et que c’est précisément dans la possibilité d'un pareil développe- 
ment, procédant par rapport aux puissances entières de la variable i, 
que consiste le vrai nœud de la question. Peut-être MM. !ps Commis- 
saires avaient-ils aperçu ce nœud, déjà dans notre premier Mémoire; 
et ne pouvant le délier, ni même le couper, ils ont cherché à faire 
prendre le change en appuyant, bien ou mal, niais avec force, sur 
une question purement accessoire. S’il en était ainsi , nous sacrifie- 
rions volontiers l'aveu «le ces Messieurs à la conviction que nous 
aurions réussi à leur donner ; mais ce serait en vain que nous con- 
cevrions ce petit plaisir: l'ensemble du Rapport de la Commission 
décèle une si profonde ignorance du sujet, que nous ne pouvons 
* attribuer les réponses tranchantes de MM. les Commissaires , qu’à ce 
qu'ils n'ont rien compris à la question. 

la quantité arbitraire m, rit certainement indépendante de la fonction log. z, ne saurait 
être contenue dans le développement de cette fonction ; et cependant nous avons vu que 
cette puissance, non seulement entre dans le développement 

leg.z = ,» | (=” — ,) - | (*"-.)* + -i (i" -• ? - «te. J , * 

mais même qu'elle ne disparait pas dans la transformation de ce développement en celui • 

JL ^ i. 

qui procède suivant les puissances progressives z m , z m , z m , etc. 

• Nous faisons ici cette remarque pour indiquer expressément le but pour lequel ^ci- 

dessus, nous avons examiné les dévtloppenicns de la fonction log. z , différente des fonc- 
tions avant la forme *); 
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Troisième Point. 

Le seul doute auquel puisse donner lieu le raisonnement de 
M. Lagrange, tient à ce qu'on pourrait demander si les radicaux 
de i du développement , ne doivent pas être tellement liés aux 
radicaux de x contenus dans la fonction proposée, que pour 
chaque valeur de ceux-ci, on ne puisse également employer 
qu’une valeur particulière de chaque radical de i dans la série. 
Cette difficulté est fort peu importante, et a été d’ailleurs levée 
depuis long-temps par des moyens très rigoureux ; on n'a, par 
exemple, qu’à supposer que f (x -t- i) = fx -4- Ai 1 ” -f- Ri" -I- etc. 
Car alors 9 on prouveYa , à l’aide dune simple substitution , 
que m = i . 

Observation sur le troisième Point. 

Enfin , ce troisième Point contient encore deux articles. Dans l'un, 
MM. les Commissaires se proposent eux-mêmes des doutes sur les 
principes de la Théorie de Lagrange ; et dans l’autre, ces Messieurs 
veulent éclaircir leurs doutes. 

Pour ce qui concerne le prAnicr de ces articles, nous nous con- 
tenterons de faire observer à MM. les Commissaires que les principes 
de la Théorie de Lagrange, pour lesquels ce géomètre a donné une 
démonstration qu’il qualifie lui-même de rigoureuse et de générale, 
n’ont donc pas acquis, par cette démonstration, une certitude telle- 
ment apodictiqtie qu’on ne puisse plus concevoir aucun doute à leur 
égard (*). — Peut-être s’imaginera-t on que MM. les Commissaires 

(*) Il est à remarquer que, dans un Mémoire lu à la CiaMe de» Science» de l'Institut, 
dan» »a séance du 29 avril 18 1 1 , et publié récemment sous le titre de âfemoire sur Us 
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ont au moins entrevu la question, puisqu’ils forment des doutes. 
On se tromperait : ces Messieurs Tj’ont rien vu. Le doute qu’ils se 
font, porte uniquement sur l'existence des puissances fractionnaires 
dans la forme du développement ; et le nœud de la question consiste 
dans l’existence des puissances elles-mêmes dans le développement. 

Quant au second article de ce dernier Point scientifique du Rapport 
de l’Institut, M^- les Commissaires, pour éclaircir leur doute savant, 
recourent à la supposition prétenduement plus générale 

/(.r-t-i) =/r + Ai m ii" •+■ etc. 

C’est là bonnement la supposition de M. Poisson ; et l’on a vu , dans 
notre second Mémoire, ce que vaut cette supposition. Nous ne nous 
amuserons pas ici à retracer tous les défauts que réunit la démons- 
tration de cette forme soi-disant plus générale , telle qu’elle a été 
donnée par M. Poisson, ou toute autre; nous nous contenterons de 
rappeler son défaut capital, consistant en ce qu’elle n’est qu’une 
simple pétition Je principe, parcequ’elle suppose que la fonction 
f(x-\-i) peut être développée par rapport aux puissances i", i", etc. ; 
cc qui., comme nous l’avons déjà remarqué plusieurs fois, est préci- 
sément le noeud de la question. — A l’occasion de ce recours savant 
de JIM. les Commissaires, nous ne pqpvons nous empêcher d’admirer 
combien est grand le secret de la science, approfondi par ces Mes- 
sieurs, ainsi qu’ils le disent eux-mêmes dans leur Rapport. 

CONCLUSION. 

Telles sont les réponses que MM. les Commissaires font aux objec- 


fonctions génératrices, le s intégrales définies, et leur application aux probabilités , etc. , 
l'illustre auteur, M. le comte La place , passant en revue les différons progrès du Gilrnl 
différentiel, ne dit rien de U Théorie îles fonctions analytiques de son illustre collègue, 
M. le comte Lagrange. 
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lions purement préliminaires et même accessoires, qui se trouvent 
dans noire réfutation de la Théorie des fonctions analytiques de 
Lagrange. O11 peut, par analogie, eu tirer une idée des réponses 
que ces Messieurs n'auraient pas manqué de faire, si, par hasard, 
ils se fussent aperçus de la réfutation elle-même. — Pour leur épar- 
gner la peine d'y revenir, puisqu’il est prouvé qu’on ne saurait 
attendre de ces Messieurs rien qui puisse éclaircir la Philosophie de 
la science , nous devons déclarer que nous pensons qu’il est absolu- 
ment impossible de dire quelque chose de sensc sur la question 
délicate dont il s’agit , sans avoir remonté jusqu'aux principes élevés 
auxquels nous avons attaché la science dans notre Philosophie des 
Mathématiques; de sorte que, du moins pour notre part, nous ne 
donnerons dorénavant aucune attention à tout ce qu’on pourra dire 
contre cette réfutation de la Théorie des fonctions, si l’on ne prouve 
pas expressément avoir compris notre Philosophie des Mnthcn^ 
tiques. — L’excuse fort triviale que cette Philosophie est inintelli- 
gible, excuse dont MM. les Commissaires font tant parade dans leur 
Rapport, n’est point recevable 1 ci.*L’un des deux : ou notre Philoso- 
phie des Mathématique* est un non-sens, absolument inintelligible; 
ou elle est une science supérieure qui n’est inintelligible que relati- 
vement. Dans le premier cas, il faut apporter des preuves ; deux ' 
motifs l’exigent impérieusement : i° cette Philosophie donne l’expli- 
cation de toutes les lois fondamentales des Mathématiques , et il 
serait contre la dignité de ces stÜnces de laisser au non-sens l’expli- 
cation de leurs principes; 2° MM. les Commissaires parlent au nom 
d’un Corps savant, et un pareil Corps, quel qu’il soit, doit employer 
la dialectique, et non des paroles de coterie ou du peuple, pour 
démasquer ou pour indiquer la déraison (*). Dans le second cas, il 


(’) Co second motif devient d'autant plus pressant que le même Corps savant , avant 


uo 
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faut étudier la science nouvelle qui est proposée, il faut travailler 
pour l'approfondir (*); et cela de même par deux motifs : l'un , com- 
mandé par la prudence, pour ne pas se rendre ridicule en prononçant 
d’une manière tranchante sur des productions qu’on avoue ne pas 
entendre; l’autre, commandé par la raison, pour s’élever à la vérité. 

reconnu une des découvertes fondamentales de l'auteur, s'est plu à cette occasion, on ne 
sait trop pourquoi, à faire line déclaration, formelle des connaissantes élevées et très 
étendues du même auteur ( Voyez le Moniteur du 1 5 novembre 1810, cité plus haut']. 

(*) Le besoin de celle étude est prouvé par des géomètres distingués. — Kramp, 
entre autres, déclare expressément, dans son A ha lyse des Réfractions , que, pour ce 
qui concerne les principes de la science, les plus grands géomètres sont obliges 
n ‘avouer inoéncsment leur ignorance; et il ajoute qu’il faut avouer, de plus, que 
CETTE IGNORANCE NE FAIT RAS TROP D'HONNEUR A l'ArALTSE (pige Go ÜC l’ouvrage 

gf)’ 


FIN DU TROISIEME MEMOIRE. 
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Sur les Facultés algorithmiques. 

jVI algrk l'importance dont les facultés algorithmiques sont pour la 
science ( lofez Philos, des Mnthirn. p«g. iy4 etsuiv.), les géomètres 
paraissent encore peu familiarisés avec ces fonctions. — C’est dans 
les ouvrages de Kramp qu’ils trouveront uuc théorie assez complète 
des facultés, du moins de cette branche particulière que ce géomètre 
nomme factorielles dans ses Elémens d’Arithmétique universelle. 

Nous avons présenté, sous la marque (ap) de notre Philosophie 
des Mathématiques, la forme générale des facultés algorithmiques , 
forme qui avait déjà été aperçue par Vandermonde ; et nous avons 
donné, sous la marque (3i) du même ouvrage, le principe premier 
de la génération de ces fonctions, savoir leur facteur élémentaire. 
— Pour mieux faire connaître ces fonctions algorithmiques, dans la 
généralité absolue dans laquelle elles entrent dans notre loi des séries 
(i) et (a), ou (a5) et ( 26 ), nous donnerons ici, par anticipation, la 
loi fondamentale de la génération des quantités qu’elles constituent FF 
en nous réservant d’en donner la démonstration dans la seconde 
partie de la rhilbsophie des Mathématiques, dans la Technie de 
l’Algorithmie (*). 


(*) Cette di'roonstralion n’a aucune difficulté, même pour le cas général où l’eiposant 
de U faculté est un nombre quelconque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire. 
Nous ne nous en dispensons ici que pour ur point passer les limites que nous devons 
fiier à cet opuscule. 
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D'abord , la forme générale des facultés algorithmiques est . . . (56) 
SU-Hf = px . *(r-f- {).?(.*+ • t(x -t- 3{1 . . . p(* + (<n— 01 )i 


px désignant une fonction quelconque de la quantité a: qui reçoit 
successivement l’accroissement {, et m étant le nombre des facteurs. 
— ■ Ainsi , la propriété principale de ces fonctions, dérivant immédia- 
tement de leur construction , est . . . ( 67 ) 

et par conséquent . . . (58) 

,*(--*)!£ _ fx Hî . + )"lf ; 


quelles que soient les valeurs des exposans m et s Donc, comme 
dans la théorie des puissances, si l'on a m = n, l'expression (58) 
donnera . . . (5g) 


r”If = 


px 


px 


et si l'on a m — o, la même expression (58), jointe à la précédente, 
donnera . • ,'( 6 o) 

m ♦>(*-<»{) 

Telles sont les propriétés des facultés algorithmiques, données 
immédiatement par leur cosception cknérai.f., ou, pour parler un 
langage plus mathématique, par leur construction que présente la 
forme (56). Venons maintenant à la loi fondamentale de la génération 
des quantités que constituent ces fonctions. 

En prenant la suite des nombres naturels o, i, a, 3,. . . jusqu'à 
(*ri — t) inclusivement, désignons 
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par M (m ) 0 la somme de leurs puissances zéro, 
par jI/(«i), la somme de leurs premières puissances, 
par la somme de leurs secondes puissances, 

etc. , etc. , et en général 

par la somme de leurs puissances du degré 

c’est-à-cîire, faisons . . . (61) 

== of* + i* + 4 - 3* . . . -t- (m — 0*. 

Nous aurons, pour ces quantités, les valeurs connues . . . (62) 

M(m) o = m t 


M (m), r=s m 1 — 6, m , 

JU(jn\ =: -j- m 5 — O,»» 3 2& 1 m, 

ü/(m) j = «4 — ©,m J -f- 3© a m a — 3©j«», 

etc. , et en general 

Min,)* = -^-.«'' + '-9,™'*+-©^-'--. — 0^“^ » 
x ^ /*4-i 1 i a 

+ i ^ _ v 
i a 3 


en désignant par 0,, 0,, 0j, etc. la suite des nombres connus sous le 
nom de nombres de Bernoulli, et détermines par les relations dont 
la formule générale est 

i n 

o = - — 0| + • — ©a 

«-+- 1 i 

+ ( — 0"®»+ 1 * 


n n — i n n— f n — a 

— . ©j H . . — — © 4 — etc. 

î a • sa 3 
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n étant un nombre enlier quelconque, depuis un jusqu'à l 'infini; 
c’est-à-dire. .. ( 63 ) 


II 

0" 

H , 

2 

+ 

11 

» 

12 

O 

II 

«n 

© 

e 4 = 

©5 = 

0, 

® 

Os 

II 

+ 

1 

aüa* 

&, — 0, 

©3 sr 

II 

© 

o» 

e,»= -t- 

1 

0 ® 
132 

O 

II 

«11 = 


24 <> 

Gfi 1 

il •: Gu’ 


Or, si l’on forme, avec les sommes des puissances (61), les quan- 
tités suivantes . . . (64) 

-V. =-■ px M , 

If, = . M[m), . 


jV 3 == 
-f- 



etc., et eu general 

»• = »-- ■ *<->■ • (^ *=•»-. • *<-!•■ (^O * 
« 
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i*7 

* étant un indice quelconque, on aura, pour la génération algorith- 
mique en question , l’expression . . . (G5) 


■ * I ei x» r 

f ■i-'" 1 ' = .V, -h -V, 1- iV, . 1- AT». -+- de. 

X 1.2 1.2.3 

C’est la toi rotDinmtU de la génération des quantités que cons- 
tituent les facultés algorithmiques. En effet, celte loi doune l’expres- 
sion d’une faculté algorithmique quelconque, au moyen d’autres 
fonctions élémentaires prises sur les quantités x , rn et { , desquelles 
la faculté se trouve composée. — On aura ainsi , par le moyen de cette 
loi , les trois dérivées différentielles d’une faculté algorithmique, en 
considérant comme variables chacune des trois quantités x, m et {; 
savoir . . . (GG) 





JV. H- A'i 


( 


-+• Ai. 


I* 


•+* A 4 . 


V 

1.2.3 


+ Btc.; 


et connaissant ces dérivées différentielles , on pourra , par le moyen 
de la loi générale des séries ( i ) et (a), ou (25) et ( 26 ), développer toute 
facnlté algorithmique en une série convergente, procédant par rap- 
port à des fonctions arbitraires des quantités x, m ou {, ainsi qu’on 
le verra dans la Tecbnie de l’Algoritlimie. « 

Dans le cas particulier le plus simple des facultés algorithmiques, 
dans celui où nous nommons factorielles, ces fonctions, suivant la 
dénomination de Ivramp qui a traité ce cas particulier des facultés, 
la fonction t>x est simplement x; de sorte que, dans ce cas, les ex- 
pressions (64) seront . . . ( 67 ) 



n8 
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A. = 

A', = = i . (m/i) . x m ** 

Ni = { (*/i). M[m\ — M[m\ } x m ~* = i. a . (m/l) .x m ~\ 

A'j = a J (m/i) . Af(n i) f — (m/i) . /•/(m) J 4- A/(m) } J x"‘ — 5 — 

= 1.1.3 (m/3)x'" — *, 

«te., et en général, pour un indice quelconque 

iV. = , "I *.(«/«). x'" — , 

çn désignant 

par (/n/i) la somme de» nombres o, I, jusqu’à (m — i), 

par (m/a) la somme de leurs produits de deux à deux, 
par (m/3) la somme de leur» produits de trois a trois f 

etc. , et en general 

par (m/#) la somme de leurs produits de « à «. 

Donc, dans le cas particulier dont il est question, on aura . .. (G8) 

x”l* = x”* + (m/l) . { 4- [mil) . x m —* P + (m/3) . x"- 3 4- etc. , 

quel que soit l’exposant m; et telle est la loi fondamentale des facto- 
rielles, ainsi que nous l avons déjà indiquée dans la Philosophie des 
Mathématiques (page où nous avons promis de déduire cette 

loi particulière de la loi fondamentale des facultés en général , pour 
en donner ainsi la démonstration pour toutes les valeurs de l’exposant 
m, positives ou négatives, entières ou fractionnaires. — Quant aux 
quantités (mh), (mh), ( m/3 ), etc. qui entrent dans ce cas particu- 
lier, on les tirera facilement , pour toutes les valeurs de m, des rela- 
tions connues qui se trouvent entre ces quantités et les sommes de 
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puissances M( m),, M [m \ , M'm\, etc. données par les expressions 
(6a), savoir, îles relations . . . (6g) 

(m/l) = 

a (m/a) =: M (iw) | . (ml i) — Af (m) s , 

3 (m/3) = JU(m) . (m/a) — M(m\ ■ (ml i) -I- if (m), , 

4 (m/4) * . (m/3) — i/(m) a . (m/a) -f- i/(m)j.(m/i) — J/(m)^, 

«te., etc. (*). 


. Nous compléterons ici cet aperçu général des facultés algorithmi- 
ques, en déduisant, de leur loi fondamentale , le principe premier 
de l'existence de ces fonctions, savoir, leur factecr ki.i-uentairs 
(Voyez Philos, des Mathém. page i8o). 

En considérant n comme une quantité infiniment petite^, l’ex- 
pression (57) deviendra .. -(70) 


(-+i)lf _ 

fa- — fx 


X f (x-t-m() 


il* 


— If 

et la quantité f (ar-+-m{)“ sera visiblement ce que nous nommons 
facteur élémentaire de la faculté Or, en appliquant à cette 

quantité la loi fondamentale ( 65 ) des facultés algorithmiques, on 

trouvera, d'abord, pour les quantités ^-) a , Sf( 77)^ etc. 

données par les expressions générales (Ca), les valeurs .. , (71) 

M (-àX *=' + aej -T- 


(•) On trouvera, dan* Y Analyse des réfractions de Kramp, de» moyens fort expéditif» 
pour calculer le» quantités (m/i), (//»/*), (m/3), etc, pour toutes le* valeur» de m : ce 
savant auteur a» pour ainsi dire, épuisé la théorie de ce» fonction» numérique». 


io 
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»î(— 1 = — 3©j . — , 

\ ® /i » 

etc.; 

et ensuite, observant qu’on a 

♦ = • -i- -±- . tog- 9 (-r + m |), 

on trouvera, par les expressions generales (64), les valeurs... (7a) 


A. = 1 . log. f (r-)- m{), 

<1 log. $ O 4 - m{) ^ 
«fa /’ 

/ rtl Intr A ( »» -4— «i ! ^ 


JV 


-Va 


etc. , etc. 


V _ . > „ i)\ 

*'•- + — «fa. — ;• 

f rf 3 log. $ (. r -f- ) > 




Ainsi, substituant ces valeurs dans 4a loi fondamentale (05), ou 
obtiendra . . . (73) 

Jae.éUm.(fx m ^) = 1 +.A j/of.f — 8, Ç 11 * "<ï - ; 


7 a ’( 


ri* log. f (.r -f- 


tir* 


>-Z 


l / rfi log. Ç Cr- f- ml ) 

7 H 57T 


?^.{ 3 +rte.J; 


et telle est l’expression que nous avons donnée pour ce facteur élé- 
inentaire, dans la Philosophie des Mathématiques. 

Pour le cas simple des factorielles, on a fx = x, et l’expression 
générale précédente donne . . . (74) 

Jac. rtrm. (* m ^) =r 1 + ^ | log. (,r ■+• m{ ) — A ^ ^ J 
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en désignant en général par Aï la fonction suivante . . . (75) 
Aï sr 6| . I 4" <& a 4 ®3 • P -4 ®4 ■ ït 4“ de. ■ 


Il faut remarquer que l’expression (73) du facteur élémentaire, 
donne, par rapport à l’exposant m, la différentielle de la faculté 
d' une manière plus simple que la seconde des expressions (66), 
qui en présente le développement. En effet, mettant dm pour 
dans (70) , on en lire 


donc, en retranchant l’unité de l’expression (73), en la multipliant 
de plus par wr"'!', et en y substituant dm pour on aura la diffé- 
rentielle en question. 

Jusqu’ici , nous n’avons considéré que les fonctions px d’une seule 
variable x. Or, on voit facilement que la théorie que nous venons 
d’exposer, peut être étend ne à des fonctions d’un nombre quelconque 
de variables. Par exemple, pour une fonction p {xjjr) de deux va- 
riables x et_y, dont les accroissemens respectifs sont I et «, l’expres- 
sion (56), présentant la construction algorithmique de la conception 
générale des facultés , sera . . . (56)’ 

*(■*> r) m ^'“ = 9 (w) • f (*+1,/+») • ... ^41®— I *)►)• 

X 

La propriété principale (57), sera .. .(57)' 1. 

= f (*, 7)" 1 *' •.'*(* + «*./+ m.)"!*' • ; 
d’où l’on tire . . . (5g)’ et (60)' 


9 (* J r) # l < ” = ». « = 


p(x — — «.flf’” 

Quant à la loi fondamentale, qui doit ici présenter le développement 
de la faculté p(x, par rapport aux puissances des accroisse- 

niens { et elle peut s'obtenir avec la même facilité que la loi 

16 
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fondamentale (6') pour les fonctions d’une seule variable. On le verra 
lorsque nous donnerons la déduction de cette dernière loi ( 65 ). — 
Dans cet ouvrage, nous nous bornerons à faire connaître le facteur 
élémentaire d'une faculté d'un nombre quelconque de variables : le 
voici. 

Soient x , , x,, x,, . . . x M autant de variables indépendantes, (t > {a , 
|t, . . . {/* leurs aceroissemens respectifs, et ®(x,, x lt x$, . . .x M ) une 
fonction quelconque de ces variables, servant de base à la faculté 

Faisons 

et désignons par 

r SdLf>\ f'ILOS „ /<//.«>>. V 

le développement de la puissance p du même polynôme, en appliquant 
aux différentielles d les exposans des puissances des dérivées diffé- 
rentielles de L <t\ Nous aurons généralement . . . (76) 

fac.tilrm. (?(•*„ Jj, r i , ....«jj” lt‘> • fe) _ 


*. f X X 

1 + — z* e, . z, + — ®, . z. 


0j . Z$ -{• etc 


}■ 


\ — . v i ■ "i r — w ï*"i 1 

1 t . a 1.2.3 

Par exemple, pour une fonction p (x>f) de deux variables x et jr, en 
faisant P = p(x-\-ml, y-ï-mo), nous aurons. . • (77) 

fac. rl, m. (p(,r, “) = 


1 + ~ • | L * 


f. / ,dL*^ ,dLA > . \ 


' / .f/ 1 /*, , ip/.ti , * \ 

I ’ 


-4- rtc., etc. 
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Tels sont les principes fondamentaux de la théorie des facultés 
algorithmiques. — Mais, ce n'est encore là que le cas le plus simple 
ou le plus particulier de ces fonctions: en effet, dans les facultés 
que nous venons d’examiner, les accroissemens {t, {», | 3 , etc., que 
reçoivent successivementles variables x,, x, , Xj, etc., sont constans; 
et Tou conçoit que ces accroissemens successifs peuvent être varia- 
bles. — Pour exprimer cette circonstance de la manière la plus géné- 
rale, désignons par j l’indice des différens facteurs formant la faculté; 
et en prenant alors une fonction quelconque <1 j de cet indice, nous 
aurons, pour l’expression dont il s’agit, le schéma . . . (78) 


'k = PC* 1 . 4l). ?(*+ {»'>■»). — «)% 


qui est visiblement la construction algorithmique de la conception 
la plus générale des fonctions dont il est question. — Dans le cas où 
la fonction 4/ de l’indice, est simplement j, on aura . . .(79) 


-j. — >){). 

qui est le cas des accroissemens constans , que nous venons d’exami- 
ner: Pour simplifier la notation dans ce cas particulier, qui se pré- 
sente le plus souvent , nous écrirons px" 1 ^ au lieu de en fai- 

sant abstraction de la fonction 4 j de l’indice, comme nous l’avons 
déjà fait réellement jysqu’ici. 

Procédant alors dans le cas général des accroissemens quelconques, 
que nous examinons, comine plus haut dans le cas particulier des 
accroissemens constans, on déduira facilement les propriétés géné- 
rales suivantes : ï> ‘ 




f 
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Quant à loi fondamentale de ce cas général, si , au lieu de désigner 
par M(nt\ , M(m\, M(m) } , etc. les sommes des premières, secondes, 
troisièmes, etc. puissances des simples nombres naturels o, 1, 2, 
3 , . . . (m — 1) , on fait généralement . . . (80) 

M[m) t = 4o 4* -t- 4* • • • -t- 4( m — •) 

t 

M(m) a = 4*o 4- 4’i -t-’4’a ...-+- 4 , ("> — 0 


M m)^ = 4'*o + 4<V -t- . 




les valeurs données par les formules (64), étant substituées dans l’ex- 
pression (65), donneront aussi généralement le développement.. .(81) 


fÇr + i .4o)"lf = A’„ 4 - A", . 1 4 - tf, . -11 4 - JVj . -Ü- 

1 i.» 1.1.3 


etc., 


qui est la loi fondamentale en Question.. — De plus, si avec les valeurs 
générales (80) que nous venons d’assigner aux quantités M (m), , 
M (/»"),, etc. , on construit, au moyen des formules (69), les quantités 
(mil)', (/n/a), (m/ 3 ), etc. , ces quantités seront visiblement les som- 
mes des produits combinatoires pris sur les quantités 4o, 4-1, 4a, 
...4 (m — 1); et procédant alors comme sous la marque (67) , l’ex- 
pression générale (81) donnera, pour le cas des factorieHes où la 
fonction wrest simplement x, l’expression . . . (82) 

(^4-{.4o)"! { ” J/ = T’”-t-(<eti). 4- (iwnj.V^^.e+êtc. 

Enfin, s i Fon conçoit une suite- de nombres », , ©,, e 5 , etff. , tels 
que m devenant infiniment petit ou — , ou ait . . .( 83 ) 


-fs 

® 

1 

II 

5» 

0» bien f— /i ) =r — 0, . — , 

\ 00 ' 00 

m(- '-)= + e, , 

\ ao '* » 


«>(-). = — «j 

' Ot '3 <* 

a») = -*>■? 

etc., etc.; 

etc., etc.; 
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les quantités M et / ayant toujours la signification générale que nous 
leur avons assignée en dernier lieu (*), l’expression (^3) , en y chan- 
geant log. f (ar-t-mlj en log. p(jr-+- (Am), sera aussi l'expression du 
facteur élémentaire de la faculté générale t (x J . 4 , 0 )"!' ' 

Ce que, dans le cas général des accroissemens quelconques, nous 
venons de dire pour les fonctions d'une seule variable, peut facile- 
ment, comme plus haut dans le cas des accroissemens constans, être 
étendu aux fonctions de plusieurs variables; et l’on aura ainsi l'en- 
semble des principes de la théorie des facultés algorithmiques. — Il 
ne nous reste, pour compléter cette exposition , qu'à indiquer la 
liaison entre ces fonctions et les puissances qui en sont un cas parti- 
culier, celui où l’accroissement { est indéfiniment petit ou zéro , et 
spécialement la liaison avec le binôme de Newton qui est la loi fon- 
damentale de la théorie des puissances. 

Soient *x et Sx deux fonctions quelconques de la variable x, on 
aura toujours la relation d'égalité . . . ( 84 )' 


+ if • +1 . *'o) ■+■ 

-+- y- llll . »(*+ *47 + 


m 



I 




-+- { . + o)^ m . $ (jr -+- { . + etc. j 

t 


(*) Lorsque les quantités M(jn\ y etc. et etc. ont la signification 

particulière que leur donnent les expressions (fit), ( 6 a) et ( 69 ), les nombres 0 Tt 
03 , etc. sont, ainsi que nous l'avons remarqué plus haut, ce qu’on appelle les nombres 
de Bernoulli ; et l’on *oit ici que ces nombres ne sont que des cas particuliers de ceux 
qui satisfont aux expressions générales (83). Comme partie constituante des facteurs 
élémentaires des facultés algorithmiques, cette classe de nombres est d‘une importance 
majeure dans l'Algorithmie , et forme proprement une classe de nombres philosophiques, 
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c’est-à-dire que, pour deux des trois fonctions ij, -Vj, . 1 "j, il en existe 
toujours une troisième telle que cette égalité, formant un -véritable 
théorème , est possible. — Par exemple , si l'on a 


$x a -f- 


X 

~ ■ » 
P 



•y — 


Pli , 

p + q’ 


et si, au moyen de notre loi générale des séries (1) et (2), on déve- 
loppe la faculté binôme 


o + ,-> 





par rapport aux facultés progressives monomes 


z jcN’ir» 


r 

(b + -) 

( * -1 ) 

( b -+- — ) , «te., 

\ q / 

v q / 

v q ) 


en considérant comme constante la quantité x dans la fonction 
Ça -+- — ^ qui entre dans la faculté binôme en question ; on trou- 
vera . . . ( 85 ) 


,, pu 
’”!»■ -r— 
r + » 


.((■+7) + (*-ï>) = („ + 0 


■If -n 


H-* 7) 

mm — 1 / *\ 

1 a \ P / 


■If -V 


. r \(™— ’îlf/V , 

.Çt+-) + etc. 


C'est là, dans sa généralité primitive, le beau binôme de Vander- 
monde ou de Kramp. 


tels que sont ceux de la théorie des logarithmes et de la théorie de* sinus. Nous donnerons 
ailleurs l'expression générale de cette classe de nombres y dont l'expression (6a) des nom- 
bres de Bernoulli es» un cas particulier. 
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Nous terminons ici celte première Note qui , à la seule exception 
des produites continues dont nous parlerons h une autre occasion (*), 
présente l’ensemble de la théorie des facultés algorithmiques por- 
tées à la généralité de fonctions de quantités variables. — C'est sur- 
tout sous cette forme générique, et non purement sous la forme 
numérique sous laquelle Vândermonde et Kramp ont considéré ces 
fonctions, que les facultés constituent le grand moyen de la détermi- 
nation des lois de l’Algorithmie, dont nous avons parlé ailleurs. 

SECONDE NOTE. 

Sur la distinction des Différences progressives et 

régressives. 

ta 

ï * - • . s 

Nocs avons déjà indiqué, dans la Philosophie des Mathématiques 
(pages 33 et 34), quelles sont les deux espèces de formation des dif- 
férences , suivant la voie progressive et la voie régressive de cette for- 
mation. — Voici, encore une fois, leur définition. 

La différence régressive d’une fonction fx , est l’excès de cette 
fonction sur celle qui la précède dans l’ordre de l’accroissement { de 
la variable x, savoir: 

tfx =/* —/(*—{); 


(*) Le* produites continue* forment fa troisième partie de la théorie de* facultés algo- 
rithmiques, et nommément ce que nous appelons circomlance s de la théorie. 

— On pourrait encore considérer le* exposan» des facultés comme formant le système 
générique des logarithmes , dont les logarithme» connus ne seraient que des cas particu- 
liers; et cette considération, tout-â-fait nouvelle, ne laisserait pasd'étre d’une importance 
majeure pour l'Àlgorithmie : nous y reviendrons dans une autre occasion. 
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et la différence progressive de la fonction fx est, au contraire, l'excès 
de la fonction suivante sur cette fonction, dans l’ordre de l'accrois- 
sement 4 de la variable x, savoir: 

àfx =/( J- +4) — / x - 

L’expression d’un ordre quelconque e de ces différences est, pour 
les différences régressives, . . . (86) 

a 7* = |/x — £/(*— Ax) 4- »Ax) _ 

- ■ ^/(x_3Ax) + «le. | - r 

X a 3 ) 

et pour les différences progressives, . . . (87) 

ùffx = ( — 1 y* . ( /r — — /(.r4-Ax) 4- — . ^ /(x 4- aAx)' — 

x ta 

- i.î=i.î=-V(* + 3A I ) + t .c.]i 

en désignant par ax l’accroissement 4 de la variable. — On voit, par 
ces expressions, que, pour passer «le l’une de ces deux espèces de 
différences à l’autre, il suffit «le changer le signe «le l'accroissement 
de la variable, et celui «les différences des ordres impairs. 

Or, nous devons prévenir que, comme plus simples ou plus proches 
des principes de la science, les différences que nous avons employées 
dans cet ouvrage, sont celles prises suivant la voie régressive.— * Si l'on 
voulait employer les différences prises suivant la voie progressive, 
on aurait, pour la forme générale des séries, le schéma . . . (88) 

Fx 2= J. 4- A, . f 4- f 4- f 4- etc.; 

et pour les «juantités , J,, etc., les expressions . . . (89) 

J o — Fx, 




vr [A*r] _ AF-i; 
Apx ùfx ’ 
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y _ t? (»x. aVx] 
— ~ - — r TTt • 


Afx . A J f x*l c 


^ U?[4’ÿi-. A^x’l - f. S S FxJ 

Apx . A a px a '~* . A 5 ÿx’l — ' 

tP[’AVr.A a px’ , l— L a'Vx^'-L A*/-'.!-] 

4 AfX . 4 a ?x a l~ f . aVx 3 ! - ’’ . A 4 fx^ _ : 


etc., etc.; 


en désignant par le point, placé sur la lettre x, la quantité donnée, 
par la relation fx = o, qu'il faut substituer à la place de la variable a:, 
après les opérations achevées. 


TROISIEME NOTE. 

Sur la démonstration de la Loi générale des séries, 
servant de principe à cet ouvrage. 

Habitués à n’attacher du prix aux formules algébriques, qu autant 
qu’elles constituent des lois fondamentales de la science, et à ne 
considérer que comme une chose accessoire la démonstration elle- 
même de ces formules, lorsque déjà elles se trouvent découvertes, 
nous avons cru que ton n’attacherait également du prix qu’à la 
formule qui constitue notre loi générale des séries, et que l’on 
ne mettrait à la démonstration de cette formule, qu'une impor- 
tance relative à celle de la formule elle-même. Nous avons été surpris 
en voyant que MM. les Commissaires, chargés par la Classe des 
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sciences de l'Institut de prononcer sur le premier des Mémoires 
composant cet ouvrage, aient pensé tout autrement, en attachant 
un prix majeur à la démonstration de notre loi, et en méconnaissant 
en même tems l’importance de cette loi elle-même. — Celte pédan- 
terie de préférer les moyens aux fins, provient très probablement de 
ce que MM. les Commissaires n’ont pu réussir à donner eux-mêmes 
la démonstration dont il est question : ils étaient engagés, pour ainsi 
dire , à donner celte démonstration (*) ; et ne pouvant le faire , ils se 
sont fâchés et ont dit des injures à l’auteur. Cependant , il est infini- 
ment plus facile de donner la démonstration d’une formule , lors- 
qu’elle est connue, que de découvrir cette formule ; à moins qu’on 
ne fasse cette découverte par un simple hasard, et il paraît, si nous 
ne nous trompons, que notre Philosophie des Mathématiques ne 
prouve guère que ce soit le hasard qui nous ait fait découvrir les lois 
fondamentales de l’Algorithmie (**). D’ailleurs, la démonstration dont 
il s’agit ici, est la chose la plus facile du monde; et nous avons de 
la peine à concevoir comment des hommes accouturtiés au moins au 
mécanisme de l’algèbre, ont pu manquer cette démonstration.— 
La voici. 

La différence régressive de l’ordre t* d’une faculté algorithmique 


(*) Pour pouvoir prononcer officiellement sur la question que noua avons eu fhon- 
neur <le soumettre à l'Institut, la condition négative (une qua non ) était d'entendre cette 
question; et pour y parvenir, il fallait, vu l'importance de l'objet dont il s'gissait , se 
donner la démonstration de la formule de laquelle résultaient des vérités aussi nouvelles. 

Cette condition était manifeste : voulant juger, il fallait au moins approfondir le principe; 
ne pouvant le taire, il fallait s'abstenir déjuger. — ■ Voilà Iqmot de lVmgmr que MM. les / 

Commissaires feignent de voir, ou volent réellement dans la manière dont nous avons 
présenté la que 4 lion. 

(**) C'est à la Philosophie transcendantale que nous en sommes redevables. 


TROISIEME NOTE. i3i 

prise par rapport à l’accroissement {, en vertu de l'expression 
(86) de la Note precedente , est . . . (go) 

_ £•. f (*-(*-, >i)-lï + 

-t- ~ .?(•* — (.« — »){)*^ — etc. j. 

Ainsi , puisqu’en général (56) on a 

f(x — *!)"!' = f (x — A|) . P(-r — *{•+ |) . p(* — *1 + »I) ■ • • •* 

• ... X ?(•* — *{ + (. — I)i), 

» étant un nombre quelconque, le facteur tx se trouvera contenu 
dans la faculté f (x — *{)’^, lorsque « sera plus grand que a, et que 
d’ailleurs » et s seront des nombres entiers, ainsi que nous le sup- 
poserons ici. Donc, le même facteur fx sera contenu dans tous les 
termes de l’expression (90) de la différence a'' px"' : , lorsque » sera 
plus grand que a*; et par conséquent, en donnant à x la valeur qui 
réduit à zéro le facteur fx, on aura , dans le cas en question , la 
valeur . . . (91) 

A^-r'lf = o. 

Or, la forme générale des séries est . . . (9a) 

Fx — A a ■+■ A x . px'l' -f- Ai . 4- Ai , -4- etc.; 

forme que nous avons démontrée rigoureusement dans notre Philo- 
sophie des Mathématiques, sous la marque vin (pages ivj et précé- 
dentes). Prenant doue , des deux membres de cette expression (ga) , 
les différences des ordres successifs 1, a, 3,4, etc., et donnant en- 
suite à x la valeur qui réduit à zéro le facteur fx, nous aurons, en 
vertu de l’expression (91), la suite indéiiuie d’équations . . . (g3) 
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AFr — A x . Afx, 

A* Fr = Ai . A 1 ^ + A x . A^f-r*^» 

A? F jc = A x . A*$x -J- Ay . •+■ 7/3 . 

A‘/Vr = ^,.iV 4 - . A^x’l* 4 - ./j-A^x’l* 4 - ^.A‘fx‘ 1 ^, 

et*. , etc. 

La première de ces équations donne immédiatement 

ûfe 

A, = . 

AP-r 

En second lieu, puisqu'en vertu de l’expreSsion (9 1 ) on a û»x' > I' =0, 
les deux premières des équations précédentes (93) sont identiques 
avec celles-ci : 

A/> — A t . AÇr 4- Ai . AP-r* lf , 

A a fx = A, . aV-t 4 - Ai . A*fx*lî. 

équations qui donnent de même immédiatement 

v et [A*0x . A'/tr] 

• _ i k » 

17 [A'fS: . effx «* ] 

5 V désignant toujours ce que nous nommons somme combinatoire. 

En troisième lieu, observant qu’en vertu delà valeur générale (91), 
on a Afa-’l’=o, a?x , ^ = o, a’px 1 ^ = o, on verra que les trois 
premières des équations (g 3 ) sont identiques avec celles-ci: 

A Fx — A, . A0x 4- Ai . Aÿx’l^ 4 - Al . Aÿx 3 !^, 

A ’Fx = A, . A *pr 4- Al . A’px’If 4 - Ai . AVr’lf t 

A 3 /x — A, . aV-t 4 - Ai . A 3 ^x’lf 4- Aj . A ï px , l^; 

équations qui donnent encore immédiatement 

j IP [a'p-r. A’p.r’l^ . A J f.J-] 

IP [A’fx . A’^x’l^ . A'V-r 1 ! ' J 
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Et procédant de la même maniéré, on verra, non par induction, 
mais par le principe même de la formation de ces quantités , qu’on 
aura en général . . . (y4) 

A - tPfA'*r.Ayr , lf.Ay*lg‘. ■ ■ A^~ '■ W~ 0 - if F*) 
h IP [A*p.r . A a par a lf . A^x^lf . . . A^*“ 1^ . 

fi étant un indice quelconque. 

De plus, ayant égard à la valeur de x dans celte expression du 
coefficient général et par suite à la valeur (91), on verra que la 
somme combinatoire formant le dénominateur de l’expression géné- 
rale (94) que nous venons de déterminer, se réduit à son premier 
terme, c’est-à-dire qu’on a 

Er [A'^J . Ayr’l^ . Ayéfif . . . A '1 If . Ay^lfj — 

— AÇx . A*£.r*lf . A^-r^lf . . . A* 1 1 "llf.VyeHf. 

Donc, on aura définitivement . . . (95) 

^ • tr[A'»J. A’ÿj’lf .Ay J lf . . . A^Kr] 

* _ A^.Ay*lf.AV J lf . . . A*— ye-'Hf . A^jT^lf ’ 

et c’est là l’expression algorithmique de notre loi générale des séries. 

Telle est la démonstration très facile et très rigoureuse que MM. les 
Commissaires auraient pu donner de notre loi; et elle leur aurait 
facilité l'intelligence de la question. — Quant à nous, nous devons pré- 
venir que, dans un système de Philosophie des Mathématiques, cette 
démonstration, quelque rigoureuse et simple qu'elle soit, n'est pas 
encore suffisante. La loi dont il s'agit, qui est la loi générale des 
séries, se trouve être un cas particulier de la loi algorithmique abso- 
lue dont la forme est . . . (96) 

F jp ^ A 9 . fi o + ^1 • fli * 4 ~ A-x • O) + Az . II3 ■+■ de. f 
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les quantités n,, a,, £ij, etc. étant des fonctions quelconques de la 
variable x , liées ou non par une loi; ainsi que nous l'avons montré 
dans la Philosophie des Mathématiques sous la marque (xxxii) 
(page 25a), et dans cet ouvrage-ci sous la marque (3) (page 16). Il 
faut donc, pour démontrer la loi dont il est question, la déduire 
immédiatement, comme un cas particulier, de la loi absolue (96) que 
nous venons d'indiquer ; et c’est cette déduction qui donnera la 
démonstration philosophique de la loi générale des séries dont nous 
parlons. 

Or, la loi absolue (96) est la loi sepekme de l’Algohithmie : toutes 
les lois fondamentales de cette science, telles que nous les avons 
déduites isolément dans la Philosophie des Mathématiques, dérivent 
de cette loi; et nous donnerons nous-mêmes cette déduction univer- 
selle dans la Technie de l’Algorithmie. Il se présente donc ici une 
difficulté de la plus haute importance: la loi absolue dont il s'agit, 
pour être la loi suprême de l'Algorithmie, doit recevoir sa démons- 
tration d'une manière indépendante de toute autre loi algorithmique; 
et c’est pour cela que la démonstration précédente de la loi générale 
des séries , qui est un cas particulier de la loi absolue en question , 
n’est point philosophique, parcequ'elle est fondée sur la formule ou 
la loi de la résolution des équations linéaires ou du premier degré, 
formule qui ne peut que dériver de la loi primitive dont il s'agit (*). 
— Nous pouvons faire espérer aux géomètres cette démonstration 
absolue : nous nous engageons expressément à démontrer la loi su- 
prême de l’Algorithmie dont nous parlons ici et que nous avons déjà 
eu l’honneur de faire connaître à l'Institut impérial de France, à la 


(*) Ce que Vandermonde a prouvé sur la formule de la résolution des équations 
linéaires, dans son Mémoire sur l'élimination {Mém. de F Acad. de Paru, 1 77a, partie), 

n'est qu'une vérification générale de celte formule. 
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démontrer, disons-notis, sans nous servir, non seulement d’aucune 
loi algorithmique Connue, mais même d'aucune loi en général; et 
c’est de cette démonstration d’un genre tout-à-fait nouveau, que nous 
dériverons, comine cas particulier, la démonstration philosophique 
de la loi générale des séries, servaut de principe à cet ouvrage. 


FIN. 


i 


!•, \ ;) £0*l6liVi 
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ERRATA 


a3, Changez le dernier terme de cette ligne, saxoir, -f- A 0 -!’, . A a .Y 2 . A X$, 
en celui-ci «+■ A r Jf, . ù. n X 9 . A^T}* 
aa » le droit de la législation , lisez le droit de législation. 
u, produites ou déterminées , lisez produites ou engendrées. 
a '3, les exposans, lisez les coefficiens. 
i3, £, Ey> Ei, etc., lisez E x , £jj £ 3 , etc. 
i5. généralité absolue, effacez absolue. 
i3, dans le tirage on a enlevé di qu’il faut substituer. 



Digitized by Google 




Digitized by Google 






